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Vorwort. 


Um das Ziel der vorliegenden Abhandlung genau definieren zu 
können, geben wir zuerst einen kurzen Überblick über die neuen 
Zahlenarten, die im Laufe der Zeit in die Analysis eingeführt 


worden sind. 


Die natürlichen Zahlen (Zahlen im engeren Sinne). 


An der Spitze der Analysis stehen die natürlichen Zahlen, die 
dadurch entstehen, dafs wir unsere Fähigkeit ausüben, Dinge zu zählen. 
Was diese Fähigkeit selbst anbetrifft, so ist sie Sache mehr des Psycho- 
logen als des Mathematikers. Kurzum, wir zählen, und die natürlichen 
Zahlen geben an, wie viele Dinge wir gezählt haben. Von je zwei 
natürlichen Zahlen a, b ist entweder a kleiner als b (a < b), a grölser 
als b (a > b) oder a mit b identisch (a — b). 

Eine Operation an Zahlen vornehmen, heilst aus gegebenen 
Zahlen neue Zahlen ableiten durch irgend eine Regel oder Vorschrift. 
Das Verfahren des Zählens liefert uns sofort die drei sogenannten 
direkten Operationen der Addition, Multiplikation und Potenzierung, 
d. h. die Vorschriften, nach denen wir aus zwei gegebenen natürlichen 
Zahlen a, b (in bestimmter Reihenfolge) eine dritte natürliche Zahl 
bestimmen können, die wir die Summe a plus b (a + b), das Produkt 
b mal a (ba), bezw. die bte Potenz von a (a?) nennen. 

Für die Addition und Multiplikation gelten dann die folgenden 
Formeln: 

leo 2b’ >ia | AD ARO, 
2. a+b=b+a 5..0(be) = ‚(ab)c 
3. a+(b+ el u 6. ab + )=ab-+ ac 
und für die Potenzierung: 
Ze a a Be — a9 Sebi, 
wie sich aus dem Verfahren des Zählens leicht ergiebt. 

Indem wir nun umgekehrt versuchen, aus zwei gegebenen natür- 

lichen Zahlen a, b eine dritte natürliche Zahl x so zu bestimmen, dafs 
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x + b = u bezw. bx = a wird, so gelangen wir zu den inversen 
Operationen: der Subtraktion und Division. Zu der Potenzierung 
giebt es jedoch zwei inverse Operationen — Wurzelausziehung und 
Logarithmierung —, je nachdem die Basis oder der Exponent die 
gesuchte Zahl ist. Es ergiebt sich aber sofort, dafs diese vier inversen 
Operationen nicht immer durchführbar sind, d. h. die gesuchte natür- 
liche Zahl läfst sich nur dann finden, wenn die gegebenen natürlichen 
Zahlen gewissen Bedingungen unterworfen sind. 


Die Aufgabe der allgemeinen Arithmetik (Zahlen im weiteren 
Sinne). 


Wenn irgend eine Menge von Denkobjekten vorliegt,.die alle von- 
einander verschieden sind, so können wir in dieser Menge nach Belieben 
allerlei Operationen definieren, d. h. beliebige Vorschriften herstellen, 
nach welchen wir aus gegebenen Elementen der Menge andere Elemente 
ableiten können. 

Nun wirdinderAllgemeinen Arithmetik der Versuch 
gemacht, eine Menge herzustellen mit den folgenden Eigen- 
schaften: 

1. Man stellt eine Regel auf, durch welche man entscheiden kann, 
ob von zwei gegebenen Elementen a und b a weniger wert („kleiner“) 
als b (a < b), a mehr wert („gröflser“) als b (a > b) oder a gleich- 
wertig mit b (a = b) sein soll; 

2. es werden drei Operationen so definiert, dafs die Gesetze, die 
für diese Operationen gelten, formal sich als dieselben ergeben, die für 
die Addition, Multiplikation und Potenzierung der natürlichen Zahlen 
gelten; 

3. die vier entsprechenden inversen Operationen sind in der 
Menge stets durchführbar. 

Es ist bekanntlich nicht gelungen, eine Menge herzustellen, die 
diesen Forderungen vollständig entspricht; jede Menge jedoch, die 
einigermalsen diese Bedingungen befriedigt, nennt man ein Zahlen- 
system; die Elemente der Menge heilsen dann Zahlen im weiteren 
Sinne, und für die in der Menge künstlich definierten Operationen 
wird die Benennung und Bezeichnung nach Analogie mit den ÖOpera- 
tionen in dem System der natürlichen Zahlen gewählt. 

Alle diese neuen Zahlen sind blofs Erfindungen des mathematischen 
Geistes, und ihre Eigenschaften sind nur deshalb so und so, weil wir 
vorher darüber Bestimmungen getroffen haben. 5 

Die künstlichen Zahlensysteme, die hier von Interesse sind, sind 
die rationalen Zahlen, die reellen Zahlen, die imaginären oder Gauls- 
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schen komplexen Zahlen. Jedes dieser Systeme bleibt in der einen 
oder anderen. Hinsicht hinter dem Ideal zurück; welches von den 
Systemen dem Ideal am nächsten kommt, hängt von den Forderungen 
ab, die für den gerade vorliegenden Zweck als die wichtigsten betrachtet 
‚werden. 


Die rationalen Zahlen. 


Um zunächst das System der positiven rationalen Zahlen zu 
bilden, fassen wir je zwei natürliche Zahlen in Paare zusammen; jedes 
Paar besteht aus einer ersten Zahl m und einer zweiten Zahl n (die 
auch einander gleich sein können) und wird durch das Symbol m/n 
bezeichnet. 

Diese Paare bilden dann eine Menge M und werden, nach- 
dem man die sofort zu erwähnenden Bestimmungen getroffen hat, die 
positiven rationalen Zahlen genannt. 

Ein Paar der Form m/1 wird zur Abkürzung mit m bezeichnet; 
oder besser, wir nehmen die natürlichen Zahlen von vornherein als 
Elemente der Menge auf — unter dem Namen positive ganze Zahlen — 
und setzen dann fest, dafs die Elemente m/1 und m als gleichwertig 
anzusehen sind, was auf dasselbe hinauskommt. Eine rationale Zahl, 
die keiner ganzen Zahl gleichwertig ist, heilst gebrochen. 

In dieser Menge M setzen wir nun, wenn a — m/n, b—= m'/n 
zwei beliebige Elemente der Menge sind, folgendes fest: 

Wir wollen sagen: « ist weniger wert als b («a < b), @ ist mehr 
wert als b (a > b), oder @ ist vom gleichen Wert wie b (a = b), je 


nachdem mn’ = m’ n ist. 


ei 


Als die Summe a plus b (a + b) bezw. das Produkt bmala 
(ba) bezeichnen wir dasjenige Element, das durch die folgenden Regeln 


bestimmt wird: 
; U U Ü 
mm + mn mm 
a+b= —, ba. r. 
MN nn 


Aus dieser Definition der Addition und Multiplikation in der 
Menge M ist leicht zu zeigen, dafs die Formeln 1 bis 6 gelten, wenn 
a, b, € beliebige positive rationale Zahlen sind, und dafs die Division 
in dieser Menge stets durchführbar ist. Dagegen wird die Subtraktion 
nicht immer durchführbar sein. 











Nun nehmen wir ein zweites solches System —M und bezeichnen 
zum Unterschiede ein beliebiges Element der zweiten Menge durch 
—(m/n). 

In der Menge =-M machen wir, wenn a —= -(m/n) und 
-b = —(m’/n’) zwei beliebige Elemente der Menge darstellen, folgende 


Übereinkunft: 
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Wir wollen sagen: —a = b, je nachdem (umgekehrt) mn’ = m’ n 


ist; und wir definieren: 
mm + = mm’ 
I 


+ = (7 Da) -- 


Die Menge —M mit diesen Bestimmungen nennen wir das System 
der negativen rationalen Zahlen. Die Formeln 2 und 6 gelten 
auch in diesem System, die Formel 1 aber nicht mehr. 





Endlich bilden wir eine dritte Menge R, welche jedes Element von 
M und —=M und das specielle Zeichen O enthält. 
Wenn zwei Elemente &, y der Menge R beide positiv oder beide 
negativ sind, sollen die eben gegebenen Definitionen noch gelten. 
Wenn das eine positiv und das andere negativ ist, so setzen 
wir fest: 
mm — mn 


Be en falls mn’! > m'!n 


nn 





—/ mn — mn 
nn 
— ( falls mn’ —= mn 


(0) (a) — (“a) (b) — ik )- 


nn 


) falls mn’ < m'n 





Übrigens setzen wir: 
U EN ra a) N) 

Diese Menge k nennen wir das System der relativen 
rationalen Zahlen, oder schlechthin der rationalen 
Zahlen. In diesem System gelten die Formeln 2 bis 6; die Sub- 
traktion sowie die Division sind in der Menge stets durchführbar, mit 
Ausnahme der Division durch 0. 

In dem System der rationalen Zahlen haben wir also eine 
Menge konstruiert, welche unsere Bedingungen fast ganz erfüllt, soweit 
nur die Operationen der Addition und Multiplikation und die inversen 
Operationen der Subtraktion und Division in Betracht kommen. 

Die Potenzierung mit natürlichen Zahlen als Exponent wird 
definiert durch die Formel 

0a? —=a.0.0...a (m Faktoren). 


Wird aber umgekehrt eine rationale Zahl & gesucht, derart, dals 2" = a 
ist, so ist schon diese inverse Operation nicht mehr stets durchführbar. 


Die Cantorschen reellen Zahlen. 


Es möge irgend eine Vorschrift gegeben sein, durch welche man 
eine unbegrenzte Folge von rationalen Zahlen (a,, As, da, ...) von der 
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folgenden Eigenschaft bestimmen kann: sobald eine positive rationale 
Zahl € beliebig angenommen ist, können wir stets eine Stelle %k der 
Folge so bestimmen, dals (a„ — a) <E fürn >K% ist. 

Alle möglichen Folgen dieser Art, oder vielmehr die 
Gesetze, durch welche die Folgen gekennzeichnet sind, 
bilden eine Menge A von Objekten, welche Cantor und Weier- 
strass zu einem Zahlensystem gemacht haben — das System der 
Cantorschen reellen Zahlen. 

Eine Folge (a, a, ...), deren Glieder alle gleich einer einzigen 
rationalen Zahl a sind, bezeichnen wir zur Abkürzung mit a; oder 
besser, wir nehmen die rationalen Zahlen — und damit auch die natür- 
lichen — von vornherein als Elemente der Menge A auf und setzen 
dann fest, dafs die Elemente (a, a, a, ...) und a als gleichwertig an- 
zusehen sind, was auf dasselbe hinauskommt. Eine reelle Zahl, die 
mit keiner rationalen Zahl gleichwertig ist, heifst irrational. 

Die Bestimmungen, durch welche die Menge A zum Zahlensystem 
gemacht wird, sind folgende. 

Seien & — (A,, @a, ...) und B —= (b,, bs, ...) zwei beliebige Elemente 
der Menge, so definieren wir: 

% < ß bezw. & > ß, wenn eine positive rationale Zahl c sich 
finden läfst, derart, dals bu — an > c bezw. dn — bn > c von einer 
gewissen Stelle ab bleibt; und 

& — f, wenn (a„ — b„) schliefslich beliebig klein bleibt. 

Sind & und ß beliebig gegeben, so kann man zeigen, dafs einer 
und nur einer der dreiFälle: «< ß, «> ß, « —= ß stets eintreten wird. 

Eine reelle Zahl « heifst positiv oder negativ, je nachdem & > 0 
oder & < O ist. 

‘Die Summe & + ß und das Produkt ß« zweier reellen Zahlen 
werden so definiert: 

«+P= a +, a + b, a + by...) 
erlitten li N ’ 
wobei der Beweis geliefert werden muls, dafs die hier benutzten Folgen 
auch thatsächlich zur Menge A gehören. 

Zu jeder reellen Zahl & aufser O0 giebt es eine reciproke reelle 
Zahl pstsordals. B 2a —.1 ist: 

Die Potenzierung, wenn der Exponent eine natürliche Zahl ist, 
definieren wir durch die Formel: 

om — %.% ...% (m Faktoren). 
Wenn die Basis & — (a,, As, ...) und der Exponent 


ED ) 
ß Veen 
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beide positive reelle Zahlen sind), so bestimmen wir zunächst eine 
Folge von natürlichen Zahlen &,, %5, ... durch die Relationen 
a0 ea 
dann definieren wir: 
al ( ie u . ) 
1071” 100P2" 1000Ps’ °" 7’ 
wobei gezeigt werden muls, dals diese Folge zur Menge A gehört. 
Wenn endlich der Exponent ß negativ oder O ist, während & 
positiv bleibt, so definieren wir: _ 
o® — dem Reeiproken von «al, 0 — 1. 





Es wird also &® stets positiv sein, wenn % positiv ist. 

In diesem Systeme der reellen Zahlen hat man also eine Menge, 
in welcher die Formeln 2 bis 6 für die Addition und Multiplikation 
gelten; Subtraktion und Division sind immer durchführbar, mit Aus- 
nahme der Division durch 0. Die Potenzierung ist für positive Basen 
vollständig definiert und die Wurzelausziehung ist wenigstens im 
Gebiete der positiven Zahlen stets durchführbar; ebenso läfst sich der 
Logarithmus ?log & einer positiven Zahl & stets finden, wenn die 
Basis ß des Logarithmensystems positiv und von 1 verschieden ist. Wenn 
aber die Basis negativ ist, ist schon die Wurzelausziehung mit natür- 
lichen Zahlen als Exponent nicht stets durchführbar; sogar die Poten- 
zierung selbst ist für negative Basen nicht vollständig definiert. 


Wir erwähnen hier noch die trigonometrischen Funktionen 
einer reellen Zahl. Es sei & = (q,, As, Ay, ...) eine beliebige reelle 
Zahl; dann sind 

5 


a? a> d- 
3 B) > 
(a. dis 3 ! I ds .. h 





31 T5P 
an (1-5 1-4.) 
5 5 ı 7 


auch reelle Zahlen, die wir Sinus resp. Cosinus von & nennen, und 
mit sin & resp. C0S & bezeichnen. 

Man kann zeigen, dals sin («+2 tr) = sin® und cos (@e +2 tr) 
— (08 & ist, wo ft eine ganze Zahl, positiv, negativ oder 0 bedeutet, und 
dals (sin &)2 + (cos &)? = 1 ist. Ferner kann sin &, wenn & richtig 
gewählt wird, gleichwertig mit einer beliebigen reellen Zahl des Inter- 
valls 71 <S x 1 gemacht werden; sin & fällt aber nie aufserhalb 
dieses Intervall. Dasselbe gilt auch von cos 0. 


!) Eine Folge (a,, 4, ...) ändert ihren Wert in dem System A nicht, 
wenn eine endliche Anzahl Glieder weggelassen wird; daher kann jede 
positive reelle Zahl durch eine Folge» wiedergegeben werden, deren Glieder 
lauter positive rationale Zahlen sind. 
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Die Dedekindschen Schnitte. 


Einen Schnitt nennen wir irgend eine Regel, nach welcher alle 
rationalen Zahlen ın zwei Klassen geteilt werden, derart, dafs jede 
Zahl der ersten Klasse weniger wert ist als jede Zahl der zweiten. 

Alle denkbaren solchen Regeln oder Einteilungsmethoden bilden 
dann eine Menge, in welcher Dedekind festgestellt hat, 1. unter 
welchen Umständen man zwei dieser Begriffe als gleichwertig (bezw. 
den einen als mehr oder weniger wert als den anderen) ansehen soll, 
und 2. wie man aus zweien dieser Elemente ein drittes ableiten kann, 
das man die Summe bezw. das Produkt etc. der beiden ersten nennt. 
Auf diese Weise ist die Menge der Schnitte zu einem Zahlensystem 
gemacht, und zwar zu einem System, welches dem System der Cantor- 
schen reellen Zahlen in der Weise entspricht, dafs jedem Schnitte eine 
reelle Zahl und jeder reellen Zahl ein Schnitt zugeordnet werden kann !}), 
während entsprechende Operationen in den beiden Systemen an ent- 
sprechenden Elementen angewendet, wieder zu entsprechenden Elementen 
führen, 

Man kann also sagen, das Rechnen mit den Schnitten läuft dem 
Rechnen mit den Öantorschen reellen Zahlen parallel, und die Schnitte 
werden geradezu die Dedekindschen reellen Zahlen genannt. 


Die Gaussschen komplexen Zahlen. 


Um das komplexe Zahlensystem zu bilden, fassen wir je zwei 
reelle Zahlen in Paare zusammen; jedes Paar besteht aus einer ersten 
Zahl & und einer zweiten Zahl & (die auch einander gleich sein 
können) und wird durch das Symbol |«,, &| bezeichnet 2). 

Diese Paare bilden dann das System © der komplexen 
Zahlen. 

Ein Paar von der Form [&, 0] wird zur Abkürzung mit & bezeichnet; 
oder besser, wir nehmen die reellen Zahlen von vornherein als Elemente 
der Menge © auf und setzen dann fest, dafs die Elemente [&, 0] und 
ce als gleichwertig anzusehen sind. Eine komplexe Zahl, die mit keiner 
reellen Zahl gleichwertig ist, heilst imaginär; eine imaginäre Zahl 
von der Form [O, &] heilst rein imaginär. 

Für die Vergleichbarkeit zweier komplexen Zahlen, wenn beide 
reell sind, sollen die alten Regeln für reelle Zahlen gelten ; wenn dagegen 
eine der beiden Zahlen imaginär ist, machen wir keine Bestimmungen. 


‘) Dabei wird die Gesamtheit aller Schnitte (und ebenso aller Zahlen), 
die miteinander gleich sind, als ein Element behandelt. 
”) Die eckigen Klammern erinnern an rechtwinklige Koordinaten. 
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Seien A = |, %] und B = [ß,, Ps] zwei beliebige komplexe 
Zahlen, so verstehen wir unter der Summe bezw. dem Produkt von 
A und B die komplexen Zahlen, die nach den folgenden Regeln 
bestimmt sind: 


A+B=[u +ß,%-+ Ps, B.A= [aß — % Po, &ßı — A Pal. 

Setzen wir nun zur Abkürzung [0, 1] = i, so finden wir: 

% + ia — [a1,0] + [0,1]. [%, 0] = [%,0] + [0,0%] = [a, @]. 
Die positive reelle Zahl «a = Vo? + «2 heifst der absolute 


Betrag der komplexen Zahl A, wenn A # 0 ist; und wir können stets 
eine reelle Zahl & so bestimmen, dafs 
A=0 +im = alsin (& 4 2tn) + icos (a + 2tn)! (A+0) 
ist. 

Unter der Bten Potenz von A, wo A und B beliebige komplexe 
Zahlen sind (aber A + O0), verstehen wir dann die komplexe Zahl, die 
nach folgender Regel zu bilden ist: 


AB — Ahı tif — el a— %@+2:7) (sim [ß,loga+ Pı(la + 2tm)] 
+ i cos [ß, log a + Pı (@ + 2tm]}, 


worin e die positive reelle Zahl 
1 1 1 1 T 1 
Hits itntgtee) 
bedeutet. 

Setzt man aber in diesen Ausdruck verschiedene Werte für £ ein, 
so bekommt man im allgemeinen verschiedene Werte für AP; wir 
sagen also, die Potenzierung in dem System der komplexen Zahlen ist 
(im allgemeinen) eine unendlich vieldeutige Operation. 

In dem System der komplexen Zahlen haben wir also eine 
Menge, in welcher die Formeln 2 bis 6 für Addition und Multiplikation 
gelten und die Subtraktion und Division (mit Ausnahme der Division 
durch O) stets durchführbar sind. Die Formeln 7 bis 9 für die Poten- 
zierung gelten nur dann, wenn die verschiedenen Werte der Potenzen 
voneinander getrennt gehalten werden, da ja die Potenzierung im 
allgemeinen eine mehrdeutige Operation ist; dabei darf die Basis im 
allgemeinen nicht O sein. Die Wurzelausziehung und ebenso die 
Logarithmierung sind stets durchführbar, abgesehen von einer kleinen 
Anzahl von Ausnahmefällen, sind aber auch im allgemeinen unendlich 
vieldeutig. Die Forderung der Vergleichbarkeit wird von den Ele- 
menten dieser Menge im allgemeinen gar nicht erfüllt. 
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Dieser kurze Überblick über die wichtigsten Arten von Zahlen 
im weiteren Sinne mag dazu dienen, zu zeigen, wie verschiedenartig 
die Begriffe sind, welche die Elemente einer Menge bilden, die durch 
geeignete Bestimmungen zu einem Zahlensystem gemacht werden kann. 


Aufgabe des vorliegenden Aufsatzes. 


Eine Menge von Objekten ganz anderer Art bilden die Punkte 
einer Ebene. Nichts hindert uns, auch in dieser Menge allerlei 
Operationen zu definieren, d. h. beliebige Vorschriften herzustellen, 
nach welchen wir aus gegebenen Punkten andere Punkte ableiten 
können; man kann sogar diese Operationen in bekannter Weise so 
definieren, dafs die Punktmenge zu einem Zahlensysteme in dem oben 
erklärten Sinne wird. 

Gerade diese Operationen, wodurch die Punktmenge zu 
einem Zahlensysteme wird, auseinanderzusetzen und die 
Grundsätze derselben zu entwickeln, ist die Aufgabe des vor- 
liegenden Aufsatzes. 

Es ist bekanntlich möglich, durch gewisse einfache Übereinkünfte 
Jedem Punkte der Ebene eine komplexe Zahl zuzuordnen und jeder 
komplexen Zahl einen Punkt der Ebene, während auch die entsprechen- 
den Operationen in den beiden Systemen an entsprechenden Elementen 
angewendet zu entsprechenden Elementen führen. Man sagt also, das 
Rechnen mit Punkten der Ebene läuft dem Rechnen mit komplexen 
Zahlen parallel; dabei entsprechen den reellen Zahlen die Punkte 
einer Geraden). 


!) Es war schon den Alten bekannt, dafs die ‚ein-eindeutige Zuordnung 
der Punkte einer Geraden mit den reellen Zahlen nicht möglich ist, wenn 
wir uns auf die rationalen reellen Zahlen beschränken; man kann zwar 
jeder rationalen Zahl einen Punkt der Geraden zuweisen, aber nicht um- 
gekehrt jedem Punkte eine rationale Zahl. 

Der Vorteil, den die reellen Zahlen vor den rationalen Zahlen 
haben, liegt im folgenden Satze, der sich aus der Cantorschen oder 
Dedekindschen Definition ergiebt: 

„Bilden wir nach irgend einer Vorschrift zwei unbegrenzte Folgen von 
reellen Zahlen, derart, dafs jede Zahl der ersten Folge weniger wert ist als 
jede der zweiten, so giebt es (mindestens) eine reelle Zahl, deren Wert 
zwischen den beiden Folgen liegt.“ 

Diesem Satze gegenüber steht der folgende über die Punkte einer 
Geraden, welcher bald als Axiom, bald als Postulat angesehen wird: 

„Bestimmen wir auf einer Geraden nach irgend einer Vorschrift zwei 
unbegrenzte Folgen von Punkten, derart, dafs jeder Punkt der ersten Folge 
links von jedem der zweiten liegt, so giebt es (mindestens) einen Punkt der 
Geraden, der zwischen den beiden Folgen liegt.“ 


XVI Vorwort. 


In diesem Aufsatze werden jedoch die geometrischen 
Operationen für sich allein behandelt, ohne Rücksicht 
aufdieanderen Zahlensysteme. 

Pädagogisch betrachtet ist das Rechnen mit Punkten viel einfacher 
als das mit reellen und komplexen Zahlen. Denn während die Elemente 
der Zahlenmengen aus ziemlich abstrakten Begriffen verschiedener 
Art zusammengesetzt sind, sind die Elemente der Punktmenge dagegen 
alle nur einer Art, und zwar einer, mit welcher der Schüler durch die 
Anschauung schon längst vertraut ist!). 


Plan der Ausführung. 


Der vorliegende Aufsatz kann natürlich in diesem schon seit langem 
durcharbeiteten Gebiete keine neuen Resultate liefern. Die Resultate, 
welche durch eine lange Reihe mathematischer Werke zerstreut sind, 
werden hier in einem Zusammenhang abgeleitet, welcher einen Über- 
blick über das ganze Gebiet erlaubt. 

Die Behandlung ist rein konstruktiv; weder eine historische 
noch kritische Diskussion ist angestrebt worden. 

Anstatt von Punkten der Ebene sprechen wir immer von Strecken 
nach Länge und Richtung, was bekanntlich auf dasselbe hinauskommt. 
Strecken, blofs der Länge nach betrachtet, nennen wir absolute 
Strecken oder Strecken schlechthin; für Strecken nach Länge und 
Richtung brauchen wir den Terminus Vektor. Das Wort Gröfse, 
das in der verschiedenartigsten Bedeutung gebraucht wird — oft auch 
als Synonym mit Zahl im weiteren Sinne —, haben wir überall ver- 
mieden; das Wort Zahl brauchen wir nur in dem engeren Sinne von 
natürlicher Zahl. 

Der erste Teil behandelt die absoluten Strecken, ent- 
sprechend den Operationen an positiven reellen Zahlen. 

Die Voraussetzungen, auf welchen der erste Teil beruht, 
werden in $ 2 angegeben. Das Axiom oder Postulat der Kontinuität 
ist wesentlich das von Dedekind gegebene, die hier angenommene 
Form ist von Veronese. Das Veronesesche Axiom wird freilich 
erst dann mit dem Dedekindschen äquivalent, wenn wir es zusammen- 
fassen mit dem Axiome von Archimedes. (Vergl. OÖ. Hölder: Die 


!) Aus diesem Grunde sucht jeder Lehrer die Einführung der ver- 
schiedenen Zahlenarten dadurch zu erleichtern, dafs er stets die geometrischen 
Operationen als Bilder oder Symbole der Zahlenoperationen nebenbei ent- 
wickelt. Jedoch wird die Beziehung zwischen den Symbolen und den symboli- 
sierten Gegenständen nicht immer klar gemacht, so dafs der Schüler oft zu 
der Meinung verleitet wird, die verschiedenen neuen Zahlenarten seien über- 
haupt nur durch ihre geometrische Darstellung begreifbar. 


Vorwort. xXVlI 


Axiome der Quantität und die Lehre vom Mals, Leipziger Berichte, 
Sitzung vom 7. Januar 1901.) 

Mittelst der Grenzmethode, die in Kap. II begründet wird, 
werden wir von der Addition zur Multiplikation, und von der Multi- 
plikation zur Potenzierung in einer ganz natürlichen Weise geführt. 

Der zweite Teıl handelt von Vektoren der Ebene, ent- 
sprechend den Operationen mit komplexen Zahlen. 

Die Definitionen der Addition, Multiplikation und Potenzierung 
sind hier natürlich voneinander unabhängig, sind aber wohl nicht 
schwerer zu motivieren als die entsprechenden Definitionen für die 
Operationen an komplexen Zahlen. Der allgemeinste Fall der Poten- 
zierung wird definiert durch den Gebrauch von Polarkoordinaten ohne 
trigonometrische Funktionen oder unendliche Reihen. Eulers Glei- 
chungen werden dann benutzt zur Definition der trigonometrischen 
Funktionen. 

Ein Hauptaugenmerk wird auf die Bezeichnungen bei den mehr- 
deutigen Operationen gerichtet. Ein Verzeichnis der Bezeichnungen 
überhaupt befindet sich am Schlusse des Inhaltsverzeichnisses. 


In dem ganzen Aufsatze habe ich einen freien Gebrauch gemacht 
von dem erschöpfenden Werke von OÖ. Stolz: Allgemeine Arithmetik, 
1885/86. 

Für die Fundamentalbegriffe habe ich benutzt: R. Dedekind, 
Stetigkeit und irrationale Zahlen, 1872; H. Weber, Algebra, Bd. I, 
Einleitung, 2. Aufl., 1898; A. Pringsheim, Irrationalzahlen und 
Grenzbegriff, in der Encykl. der math. Wissenschaften, I. A. 3, 1898; 
H. Burkhardt, Analytische Funktionen, 1897; und die schon erwähnte 
Abhandlung Hölders. 

Bei Zusammenstellung vom Kap. VIII waren mir von Nutzen: 
W.E.Byerly’s Integral Calculus, Chap. II, 1892, und G. Chrystal’s 
Algebra, Vol. II, 1889. 

Eine ausführliche Bibliographie findet man bei Stolz und Prings- 
heim, und auch bei G. Holzmüller, Theorie der isogonalen Verwandt- 
schaften, 1882. 


Huntington, Grund-Operationen. 


DD 





Easter. ken. 


Absolute Streeken. 


Erstes Kapitel. 


Elementare Operationen. 


$ 1. Die Aufgabe, die wir uns in diesem Aufsatze vorgelegt 
haben, ist die strenge Entwickelung der Theorie gewisser 
Operationen an Strecken. 

Unter einer Strecke verstehen wir ein begrenztes Stück 
einer Geraden, nach Länge und Richtung. 

Eine Operation an Strecken vornehmen, heilst aus 
gegebenen Strecken neue Strecken bilden nach irgend einer Regel 
oder Vorschrift. Die abgeleiteten Strecken sind dann „Funk- 
tionen“ der gegebenen. 

Wenn die durch eine gegebene Vorschrift verlangten Strecken 
sich immer finden lassen, welches auch die gegebenen Strecken 
sein mögen, so heilst die Operation stets durchführbar. 

Eine Operation, die an einigen Strecken angewendet durch- 
führbar ist, kann aber undurchführbar sein, wenn wir ver- 
suchen, sie an anderen Strecken anzuwenden. 

Im ersten Teile des Aufsatzes kommt nur eine Eigenschaft 
der Strecken in Betracht, nämlich ihre Länge. Eine Strecke 
blofs der Länge nach betrachtet, nennen wir eine absolute 
Strecke, oder schlechthin eine Strecke, was mit einer Ent- 
fernung gleichbedeutend ist. 

Im zweiten Teile wird auch die Richtung in der Ebene 
berücksichtigt. Eine Strecke der Länge und Richtung nach 

2* 
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betrachtet — sowie die in S 79 erklärte „Null“ — nennen wir 
einen Vektor der Ebene. 


S 2. Die folgenden Voraussetzungen über die Länge einer 
Strecke bilden die Ausgangspunkte für die ganze Theorie des 
ersten Teiles. 


1. Vergleichbarkeit. 


‚ Je zwei Strecken a, b können verglichen werden, indem wir 
sie aufeinander gelegt denken; dann muls einer der folgenden 
drei Fälle eintreten: 

erscheint a als ein-Teil von 5b, so ist a kleiner als 
b (in Zeichen a < b); 
schlielst « b ein, so ist a grölser als b (a > b); 
decken sich « und db, so sind sie einander gleich 
(a =. b). 
Ist da — DıUnUaD 10,80 ustias RC: 

2. Addition. 

Zwei beliebige Strecken a, b auf einer Geraden hinterein- 
ander gelegt ergeben, in einer bestimmten Reihenfolge, eine ein- 
deutig bestimmte Strecke, welche die „Summe a plus b* (a — b) 
genannt wird. Die gegebenen Strecken a, db heilsen Summanden 
der Summe. Dabei haben wir: 

a) a -b>a. 

b) Wenmd=b istw,soistatb=a-+tb. 

c) Es ist stets a —b —= b + a (Kommutatives Gesetz für 
Addition). | . 

d) Es ıst stets a +4db + c) = (a — b) + c (Associatives 
Gesetz für Addition). 

3. Subtraktion. 


Ist a > b, so giebt es (mindestens) eine Strecke x so, dals 
x—+b=aist. (Dals es nur ein solches x giebt, wird in $.5 
aus 1, 2 bewiesen.) 


I 


4. Teilbarkeit in gleiche Teile. 

Ist « eine beliebige Strecke und n eine beliebige natürliche 
Zahl, so giebt es (mindestens) eine Strecke x so, dafs na = u 
ist. (Dafls es nur ein solches x giebt, wird in $S 11 aus 1, 2,3 
bewiesen.) 
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5. Postulat von Archimedes. | 

Wir können jede Strecke so oft zu sich selbst addieren, dals 
die so zusammengesetzte Strecke grölser wird als eine beliebig 
vorgegebene Strecke. 

6. Kontinuität. 

Bilden wir nach irgend einem Gesetze zwei unbegrenzte Folgen 
von Strecken ($ 18), derart, dafs jede Strecke der ersten Folge 
kleiner ist als jede der zweiten, so giebt es (mindestens) eine 
feste Strecke, die zwischen den beiden Folgen liegt, d. h. grölser 
als jede Strecke der ersten und kleiner als jede der zweiten ist. 

Wir werden von diesem Postulate erst in $ 25 Gebrauch 
machen. 


$ 3. Aus den Voraussetzungen $ 2 (1, 2, 3) folgen zunächst 
zwei Sätze: 

Wenn a>b und b>cist, so ist «> cc; wir sagen 
dann, dals 5 zwischen a und ce liegt (a >b>e). 

Beweis. Nach $ 2 (3) giebt es zwei Strecken x und y, derart, 
das ze +-b=aundy—+c=Db; es ist also, nach $ 2 (2b), 


x —(y-+ ec) = a, oder, nach $ 2 (2c und 2d), +He+9=a 
nach 8 2 (2a) ist dann a > ec. 


8A Wenndb<Pbist,soistt a —d <a -+b. 

Beweis. Nach 8 2 (3) giebt es ein x so, ds ce +b = b’ 
ist; es ist also nach 82 @b) a +(x& +5) =a- Öb', oder nach 
$2 (2ceund 2d) (a +b) +2 =a-+ b' nach $ 2 (2a) ist dann 
a+-b"D>a-tb. 


$ 5. Subtraktion. 


Ist « > b, so giebt es, nach Na: Voraussetzung $ 2 (8), 
mindestens eine Strecke x, derart, dafs + b = a ist. - Dieses 
x ist aber eindeutig bestimmt. 

Denn, wenn <-+b= a und zugleich «@ —b = a ist, so 
itx< + b= x + b; wenn nun « <x oder x > x’ wäre, so 
stünde diese ung im Widerspruch mit $S 4. Es muls Sieh 
x =; x sem, nach $ 2 (1). 

Damit ist folgende Definition gerechtfertigt: 

Diejenige Strecke, zu welcher man 5 addieren muls, 
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um a zu erhalten, heifst die „Differenz a minus 5b“, und 
wird mit a — b bezeichnet. Also (a —b) +b= a, wobei 
a > b sein mus. 

a heilst Minuend, 5 Subtrahend, die Operation selbst die 
Subtraktion der Strecke b von a. 

Aus der Definition folgt unmittelbar: (a Hd) —b = a. 

Es muls betont werden, dafs wir hiermit dem Symbole a — b 
nur dann eine Bedeutung gegeben haben, wenn a > db ist. 


$ 6. Die folgenden Sätze über Subtraktion von Strecken 
können aus den schon gegebenen Sätzen für Addition nach- 
gewiesen werden. 

Lea ne, 

2. Wend=b ist, oista—b=a—b. 

3. Wenndb <dD ist, soist a —b>a—b. 

4. Asa— c=dbfolstta=b—+c, undasa+tc=b 
folet a =b — c. 

5. a b+0)=a—b—c und 

a— (lb - J)=a+tc—b. 

Diese Formeln gelten natürlich nur dann, wenn die vorkommenden 
Subtraktionszeichen der Definition nach einen Sinn besitzen. 

a + b soll bedeuten, dals a nicht gleich db ist, also «a <b 
oder «>b5b. Ist a#+5, so führen wir für « — b bezw. b — a 
das Zeichen |a — b| ein. 


$ 7. Die Addition und Subtraktion sind die ersten Beispiele 
zweier „inversen“ Operationen, d. h. zweier Operationen, die 
an derselben Strecke nach einander vorgenommen sich aufheben. 


$ 8. Die nächst einfache Operation, die wir an den Strecken vor- 
nehmen können, ist die wiederholte Addition oder Vervielfachung. Um 
diese Operation genauer zu erklären, haben wir offenbar den Begriff 
der Zahl nötig, denn wir müssen angeben können, wie viel mal die 
Strecke als Summand genommen werden soll. 

Zahlen. In diesem Aufsatze wird das Wort „Zahl“ durchweg im 
Sinne von „natürlicher Zahl“, 1, 2, 3, ...., gebraucht, und die in dem 
Verfahren des Zählens begründeten elementaren Eigenschaften dieser 
Zahlen werden als bekannt vorausgesetzt. Beliebige Zahlen wollen wir 
mit k; m, n; p, 9, r etc. bezeichnen, während wir a, b, c, &, Y, 2, und h 
als Bezeichnung für Strecken beibehalten. 

» =d,Pp <g, p >g bedeuten: p gleich g, p kleiner als g, 


- 
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p gröfser als q. p + q ist die Summe, p — q (wo p > q) die Differenz, 
und pqg das Produkt von p und q. 
Für die Summen haben wir: 
Der g >, yauıg rast, 80 ist p Han a; 
Dt De hr) = (pt 
Für die Produkte haben wir: 
pa Per)=hdr; PHdr=pr +ar. 

Die Symbole »2, p°, ... bedeuten 9.9, P.P.P, ...; dabei heifst p? 
die gte Potenz von p. 

$ 9. Multiplikation von Strecken mit Zahlen. 

Bildenwir dieSummea—+a-—a-+---—avonpStrecken 
mit der Länge a, so sagen wir, dals wir an a die Opera- 
tion der „Multiplikation mit p“ vornehmen. Das Resultat 
der Operation ist eine Strecke, die wir das „Produkt 
p mal a“, oder das „pfache von a“ nennen, und mitp.a 


oder pa bezeichnen wollen. Dabei soll 1a = a sein. 
Die Strecke « heilst „Multiplikand“, die Zabl p „Multi- 
plikator“. 


Die Zahl p wird also für unseren Zweck lediglich als ein 
„Operator“ betrachtet, der die Vervielfachung der Strecke «a 
(„Operanden“) bewerkstelligt. 

$ 10. Aus $2 (2) und S 4 finden wir die folgenden Sätze: 

l. pa >a, wenn p >1 ist. 

2. Wenn a = a’ ist, so ist pa —= pa’; und wenn p = p! ist, 
so ist pa — pa. 

3. Wenn a <a ist, so ist pa < pa. 

4. Wenn p < p’ ist, so ist pa <p’a. 

5. Umgekehrt, ist pa < pa’, so muls a < «’ sein; 
und ist ya < p’a, so muls p < p’ sein. (Beweis indirekt.) 

Aus dem Postulate von Archimedes $ 2 (5) haben wir: 

6. Sind «a und 5b beliebige gegebene Strecken, so 
können wir stets die Zahl n so grols nehmen, dals 
na > b wird. 

Ferner aus $ 2 (2), $ 6 und dem Verfahren des Zählens 
finden wir: 

RE) — ya il) 

SSRlInS 0), 9.0 ga: 

9. apa) =.Yq..a. 
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$ 11. Division von Strecken mit Zahlen. 

Wir erklären jetzt die inverse Operation der Multiplikation mit 
Zahlen. 

Ist eine Strecke « mit der Zahl p beliebig gegeben, so können 
wir stets eine und nur eine Strecke x so bestimmen, dals px = a ist. 

Denn es giebt mindestens ein solches x nach der Voraus- 
setzung $ 2 (4); dafs es nur ein solches geben kann, folgt aus 
$ 10 0). 

Diejenige Strecke, deren pfaches gleich a ist, heilst 
der Quotient a durch p, oder das ptel von a, und wird 


mit n oder a/p oder @a:» bezeichnet. Also p(a/p) =a. 


Dabei ist a/l = a. 
a heilst Dividend, p Divisor, die Operation selbst die 
Division von a durch p. 


$ 12. Aus den in $ 10 angeführten Sätzen finden wir durch 
indirekten Beweis die folgenden: 

1. a/p <a, wenn:p —>1 ist, 

2. Gleiches mit Gleichem dividiert, ergiebt Gleiches. 

3. Eine Vergrölserung des Dividenden vergrölsert auch den 
(Quotienten. 

4. Eine Vergrölserung des Divisors aber vermindert den 
(Quotienten. | 
5. Sind a und 5b beliebige gegebene Strecken, so 
können wir immer die Zahl n so grofs nehmen, dass 
a/n <b wird. 

In der That sei die Zahl % so bestimmt [nach $ 10 (6)], dafs 
für jedes n, das grölser als % ist, a <nb ist. Für n > k muls 
dann a/n <b sein. Denn, wäre (bei n>k) a/nZ b, so wäre 
[nach $ 10 (2, 3)] n (a/n)>nb, also a>nb, was der Voraus- 
setzung widerspricht. 

Ferner finden wir: 

6. (dsl) 9 = ap bn. 

4 (al pP) 0,90 

Endlich: 


x 28 9) am ae(3)] = ala) = ne 


[$ 10. (9), $ 11] 
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Nach der letzten dieser Formeln können wir nun’ die beiden 
Üperationen in eine einzige zusammenfassen, siehe folgenden 
Paragraph. 


$ 13. Multiplikation von Strecken mit Brüchen. 


Weun wir das pfache einer Strecke a mit ’g divi- 
dieren [oder das gtel von a mit p multiplizieren, was 
nach $ 12 (8) auf dasselbe hinauskommt], so sagen 
wir, dafs wir « mit p/q multiplizieren. Das Resultat 
dieser Doppeloperation ist eine Strecke, die wir das 


FE 
Produkt p/q mal a nennen, und mit F_ 4 bezeichnen 
q 


wollen. Also 24 = Du = Pr 
q q f 

Das Symbol »p/gq, das hier als Operator eintritt, heilst ein 
„Bruch“. Die Zahlen p und g heilsen „Zähler“ resp. „Nenner“ 
des Bruches. Ein „reduzierter Bruch“ ist einer, dessen Zähler 
und Nenner keinen gemeinschaftlichen Teiler (aulser 1) enthalten. 

Nach Analogie mit $ 9 heilst a Multiplikand und p/q 
Multiplikator. Wir wollen einen Multiplikator „ganz“ oder 


„gebrochen“ nennen, je nachdem er eine Zahl oder ein Bruch ist. 


Wir haben: a — a UuNnd a —— m d. h. Multiplikation 


und Division mit Zahlen sind specielle Fälle der allgemeineren 
Operation der Multiplikation mit Brüchen. 


$ 14. Aus den in $ 10 angeführten Sätzen kann man die 
folgenden ableiten: 


Ir ze = a,je nachdem p = g ist. 
N u EEE.  : 
DE la a 0,80 Me S= FR und ist pg’ = p'g, 80 Ist 
er 
q 4 


3. Wenn a <a ist, so ist 7 Be Th 


2 / 
4. Wenn pq’ <p’gq ist, so ist TE = za 


Wir geben ausführlich den Beweis für 4. Nehmen wir an, 
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dals der Satz nicht richtig wäre, d. h. dals ze = u wäre, 
’ 2 .)S (Ba) 

| 99 (2 a) >44 1) 

[S 10 (2, 3)]; oder 


\,(&\] = ,„[„(2# 

Aez) Eile] 
[S 10 (9), $ 13]; oder q’ a > a(p a) ($ 11); oderpg’.a> p'q.a 
[IS 10 1; oder py = p’q [S 10 (5)], was der Voraussetzung 
widerspricht. Der Satz muls also richtig sein. In ähnlicher Weise 


kann man den N für die anderen Sätze führen. 


5. «+ = 7 at zb. 


dann wäre 


6. bi, == MErZm 
q Y gg 
/ 

1: (Fu) = — DRIN 
gg. x\gq 949 


(Zum Beweis für 6. und 7. multipliziert man die beiden Seiten 
mit qq'.) 


$ 15. Symbolische Gleichungen zwischen Brüchen als 
Operatoren. 

Durch $ 14 (2, 4) sind wir zur folgenden Definition geführt: 

Ein Buch p/g heiflst gleich einem anderen p’/q' (p/q 
kleiner oder grölser als p’/gq’), wenn pg’ gleich p’q (pgq 


kleiner oder grölser als p’g) ist. In Zeichen: Dre ‚je 
q => Zu 


— 


p'qg ist. Ebenso heilst p/q = n, Je nach- 


nachdem pgq’ = 
dempzng. 


Aus dieser Definition folgt sofort: 


a n; ee 192% PEWERL, 
1 ng q 
Das zwischen zwei Operatoren gestellte Symbol „—“ bedeutet 


nichts weiteres, als dals das Resultat der einen Operation gleich 
dem Resultat der anderen ist, wenn die beiden Operatoren auf 
gleiche Strecken als Multiplikatoren wirken. Diese sym- 
bolischen Gleichungen zwischen Operatoren sind also nicht 
mit Gleichungen zwischen zwei Strecken zu verwechseln. 
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Ähnliche Bemerkungen gelten für die Symbole < und >, 
wenn sie zwischen zwei Operatoren stehen. | 

Ferner, durch $ 14 (6, 7) sind wir zu den folgenden Defini- 
tionen geführt: 


/ ' 
Den Bruch Bi nennen wir die Summe (Diffe- 


renz) der beiden Brüche »p/q und p’/q’, und wir schreiben: 
MED ED AL BIN BG, 


NEE / 


q q gq 
Den Bruch ui nennen wir das Produkt der Brüche 


I | 5 = 2 ) p pp 
/g und p’/qg', und wir schreiben: 5. 2% — 22. 
p/q p/q ze nn 


Für die Summen und Produkte von Brüchen gelten dieselben 
Regeln, die wir in $ 8 für Zahlen angegeben haben. 


$ 16. Division von Strecken durch Brüche. 

Der Quotient a durch p/g heilst diejenige Strecke, welche 
man mit p/q multiplizieren muls, um a zu erhalten. Die verlangte 
Strecke wird offenbar (q/p)a sein. Statt mit p/q zu dividieren, 
können wir also mit g/p multiplizieren. 


Aus $ 15 (5) finden wir: Fur = I ee 24. 





S 17. Die Messung von Strecken. 

Um eine Strecke zu messen, setzen wir vor allen Dingen eine 
willkürliche Strecke fest, die wir die Einheitsstrecke nennen, 
und stets mit E£ bezeichnen wollen. 

Die Messung einer Strecke a besteht nur darin, dafs 
wir aufsuchen, wie viel mal E oder ein ntel von Ein a 
enthalten ist. 

Wir betrachten zunächst einen speciellen Fall, und dann den 
allgemeinen. 

1. Wenn a ein Vielfaches von E ist, oder wenn A ein Viel- 
faches von einem ntel von E ist, so heilst a mit E kommen- 
surabel. 

In diesem Falle können wir dann eine Zahl p so bestimmen, 
dals entweder «a = pE oder a — p(E/n) ist, und die Messung 
ist also genau. 
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3. In allen Fällen können wir E/n < a machen, indem wir 
n grols genug nehmen [$ 12 (5)]; ferner können wir bei festem 
n m(E/n) > a machen, indem wir m grols genug nehmen 
[$ 10 (6). 

Zu jedem n (mit dem n beginnend, für welches E/n schon 
kleiner als « ist) können wir also eine Zahl p so bestimmen, dafs 
p(Emn)za<(p+1)(Ein) 
ist; d.h. entweder « — p(E/n) oder a = p(E/n) —+ einem Fehler, 

der kleiner ist als E/n. 

Wenn a mit E nicht kommensurabel ist, ist also die 
Messung nie genau; ein beliebiger Grad der Annäherung kann 
aber erreicht werden, indem wir n grols genug (und dadurch 
E/n klein genug) wählen. 

Wenn wir uns auf kommensurabele Strecken beschränken, köunen 
wir durch die schon vorhandenen Hülfsmittel weitere Operationen auf 
Strecken erklären und die Grundsätze ihrer Theorie ohne Schwierigkeit 
entwickeln. 

Wir werden aber dieser Theorie keinen besonderen Platz ein- 
räumen, da die kommensurabelen Strecken stets als specielle Fälle der 
allgemeinen Strecken erscheinen werden. 

Um die weiteren Operationen für den allgemeinen Fall erklären 
zu können, müssen wir eine neue Beziehung zwischen Strecken unter- 
suchen — den Begriff des Grenzwertes einer Folge von Strecken 
kennen lernen. | 


Zweites Kapitel. 


Theorie der Grenzen. 

$ 18. ° Streckenfolgen. 

Die Theorie der Grenzen setzt den Begriff einer unbegrenzt 
fortsetzbaren Folge von Strecken voraus. 

Um diesen Begriff klar zu machen, denken wir uns 
zunächst die unbegrenzte Reihenfolge der Zahlen 1, 2, 
3,... Schaffen wir nunirgend ein Gesetz, nach welchem 
jeder Zahl n eine bestimmte Strecke a, zugeordnet ist, so 
bestimmen wir ‘eben dadurch eine unbegrenzte Folge 
von Strecken, @, dy, ds, ... Die Eigenschaften der Folge 
hängen von dem Gesetze ab, nach dem sie gebaut wird. 
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Die einzelnen Strecken, aus denen eine Folge besteht, heilsen 
ihre Elemente. Die laufende Nummer .eines Elementes — 
welche die Stelle des Elementes in der Folge angiebt — wird 
durch eine kleine Zahl rechts unten bezeichnet. Es giebt kein 
letztes Element, denn es giebt keine gröflste Zahl. Wenn wir 
von „der Folge a„“ oder „der Folge a“ sprechen, meinen wir 
diejenige Folge, deren ntes Element a, ist. 

Das Gesetz, welches eine Streckenfolge kennzeichnet, lälst sich 
am bequemsten in einer der beiden folgenden Weisen ausdrücken !). 

Erstens kann man jedes Element unmittelbar aus der Nummer 
seiner Stelle bestimmen (indem man z.B. festsetzt, dals a, — n?E 
sein soll). 

Oder zweitens kann man jedes Element mittelbar durch ein 
rekurrierendes Verfahren aus dem vorhergehenden ableiten (indem 
man z. B. festsetzt, dals a4, —= E und a, = 2q„,_.ı sein soll). 

Es ist natürlich nicht ausgeschlossen, dals nach dem Gesetze 
einige Elemente, oder sogar alle, einander gleich ausfallen können. 
Jedenfalls sind nicht die einzelnen Elemente der Folge, sondern 
das Gesetz ins Auge zu fassen. 


° 


$ 19. Ein Beispiel zweier solcher Streckenfolgen liefert 
uns das Verfahren der Messung ($ 17). Wir fanden nämlich zu 
P+1n 

N 

war. Dieses Verfahren giebt uns also ein Gesetz, nach dem zu 
jeder Zahl n2) eine Strecke p(E/n) und auch eine Strecke 
(p + 1)(E/n) zugeordnet ist; es bilden also die Strecken » (E/n) 
und ebenso die Strecken (p + 1) (E/n) eine unbegrenzte Folge. 


Unter den Streckenfolgen sind einige dadurch ausgezeichnet, dafs 
sie einen „Grenzwert“ haben. Was wir unter Grenzwert verstehen, 
erklären wir nun in folgender Definition. 


jeder Zahl n?) einen Bruch p/n derart, dafs ZE SE 


‘ 


$ 20. Grenzwert einer Streckenfolge. 
Einer unbegrenzten Folge von Strecken a,, @y, As, ... 
kommt eine feste Strecke a als Grenzwert zu, sobald 


!) Von einer tabellarischen Darstellung, in der man jeder Zahl n gegen- 
über das entsprechende Element an angiebt, kann offenbar die Rede nicht 
sein; denn die Anzahl der in Frage stehenden Elemente ist, unbegrenzt grofs, 
und wir könnten ein solches Register nie vollständig machen. 

”) Von einer gewissen Stelle ab. 
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man zu jeder noch so kleinen vorgegebenen Strecke h 
eine Stelle k der Folge so bestimmen kann, da/s jedes 
Element nach dem kten zwischena— hunda--hliegt!). 
In Zeichen: a = lim .a.. 

Wir wollen hierfür den folgenden abgekürzten Ausdruck be- 
nutzen: 

Eine Strecke «a heilst der Grenzwert einer Folge «a,, 
wenn die Elemente a, schlie/slich beliebig nahe an a 
bleiben. 

Diese Definition giebt uns sofort das Mittel, womit wir die 
Frage beantworten können, ob eine gegebene Streckenfolge eine 
gegebene Strecke zum Grenzwert hat. [Die weit schwierigere 
Frage, ob eine gegebene Folge überhaupt einen Grenzwert hat 
oder nicht, wollen wir erst später ($ 25) behandeln.] 

Ob eine Strecke der Grenzwert einer Folge sei oder nicht, 
können wir allerdings nie dadurch entscheiden, dafs wir versuchs- 
weise zu jedem vorgegebenen h die entsprechende Stelle k auf- 
suchen. Denn es ist nicht nur die Anzahl der bei jedem h zu 
untersuchenden Elemente unbegrenzt grols, sondern man kan 
auch immer noch neue, kleinere Werte von h vorschreiben, zu 
denen wir die entsprechenden Stellen bestimmen mülsten. Wir 
mülsten also diesen Versuch wegen seiner doppelten Unmöglich- 
keit immer aufgeben. 

Wir müssen vielmehr nicht die einzelnen Strecken der Folge, 
sondern die Eigenschaften des Gesetzes in Betracht ziehen, um 
eine solche Frage zu untersuchen. 

Wir bemerken hier noch Folgendes: Der Grenzwert einer 
Streckenfolge (falls ein solcher existiert) braucht keineswegs ein 
Element der Folge zu sein; er ist vielmehr eine Strecke für sich, 
die mit der Folge in einer bestimmten Weise zwar verbunden ist, 
aber die Eigenschaften der Elemente der Folge nicht notwendiger- 
weise besitzt. 


$ 21. Ein Beispiel eines Grenzwertes liefert uns das Ver- 
fahren der Messung ($ 17). Denn wir hatten 


p(En) <a<(p +1) (Em), 


!) Wir bemerken hier ein für allemal, dafs h stets kleiner als a voraus- 
gesetzt ist, so dafs «— h unter allen Umständen Sinn hat. 
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und die Differenz der äulsersten Glieder ist E/n. Bei beliebig 
kleinem vorgegebenen h können wir nach $ 12 (5) eine Zahl % 
so bestimmen, dals für n>%k Em<h blebt. Für n>k 
bleibt also 
oe 


N 


E<a-+h; 
ah: 





/ R i! 
lim E —qa und auch im® nn E — a. 


e 


$ 22. Fundamentalsatz der Grenzmethode. 

Eine Folge von Strecken kann nicht zwei verschie- 
dene Grenzwerte haben. 

Beweis: Sei ma, = a; man soll beweisen, dals keine 
andere Strecke 5 (b + «) der Grenzwert von «a, sein kann. 

Da db +a ıst, so ist die Differenz ja — b| eine bestimmte 
Strecke c. 

Bei beliebig kleinem vorgegebenen Ah können wir eine Stelle 
k so bestimmen, dals für n > k 

a—h<mn<a—h 
bleibt. Ist nun h < c/2 genommen, so bleibt für n > k 
an — db > e/2, 

und a, kann also nicht beliebig nahe an 5b gebracht werden. 
D. h. 5 kann nicht der Grenzwert von a, sein. 


$ 23. Lehrsatz. 

oe Desundanman ae lınmebse eb, 80 18t auch 
a <-b, vorausgesetzt, dals von einer gewissen Stelle ab 
Du — a, > e bleibt (wo c irgend eine feste Strecke ist). 

Beweis. 

Bei beliebig kleinem vorgegebenen % können wir eine Stelle 
k so bestimmen, dals fürn >k a—_h<mu<a—+h und 
b— h<b„<b—h bleiben. Von dieser Stelle ab bleibt dann 
an hund. — h<b. 

Ist nun  < c/2 genommen, so ist „u — h < b„ — h; folg- 
lich muls a < b sein. 


$ 24. Lehrsatz. 
Liegt a„ immer zwischen a, und a), und ist kma, —= a, 
lm on == a,080:-1st auch imo, = a. 
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Denn bei beliebig kleinem vorgegebenen h können wir eine 
Stelle % bestimmen, von der ab a, sowie a, zwischen a — h und 
a — h bleibt. Nach dieser Stelle bleibt dann auch a, zwischen 
ur haund.g eh ds helmar ed: 


$S 25. Eine hinreichende Bedingung für die Existenz eines 
Grenzwertes. 

Lehrsatz. 

Ist jedes Element einer Folge a, kleiner als jedes 
der Folge db, (a, < d,), und bleibt die Differenz 54, — q, 
der entsprechenden Elemente schlie/slich beliebig klein, 
so existiert ein Grenzwert für die beiden Folgen. 

Beweis. Nach dem Postulat der Kontinuität [$ 2 (6)]| giebt 
es eine Strecke c derart, dals a, <ece<-b, für jedes » ist. 

c — a, und d„ — c sind dann kleiner als 5, — a„, bleiben 
also schlieflslich beliebig klein. Folglich ist kma,„ = c und 
AD 


$S 26. Wir schliefsen dieses Kapitel mit einigen kleineren Sätzen 
über Grenzwerte und gehen dann sofort zu weiteren Operationen an 
Strecken über. 

Veränderliche. 

Veränderlich heiflst eine Strecke, welcher wir nach Willkür 
irgend eine Länge beilegen können; oder besser, eine Veränder- 
liche ist ein Zeichen, mit dem wir eine beliebige Strecke 
darstellen können. 


S 27. Hülfssätze. 

l. Wir können die Summe von einer bestimmten Anzahl 
veränderlichen Strecken beliebig klein machen, indem wir die 
einzelnen Summanden klein genug nehmen. 

2. Wir können die Differenz zweier veränderlichen Strecken 
beliebig klein machen, indem wir die beiden Strecken klein 
genug nehmen. 

Denn (1) die Summe von p Strecken wird < h sein, sobald 
jede Strecke < h/p genommen ist; und (2) wenn 2 <<h und 
y<-h ist, so ist auch |e — y| <h (wobei x + y). 


$ 28. Lehrsatz. 
Ist Im a. = a, lim.b, =D, lnuch za, ot 
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im. mt: .-.)=atb+c+:-;, 
wenn die Anzahl der Folgen eine bestimmte ist. 

Sei nämlich p die Anzahl der Folgen. Bei beliebig kleinem 
vorgegebenen 4 können wir eine Stelle % so bestimmen, dals 
fürn > k 

a— hp <um <a-t hp 
b— hp <bin <b+ hip 
c—hpyp< m <c+ hip 


bleibt. Von dieser Stelle ab bleibt dann ($ 4.) 

(atb+c+ Jh<(n +++ )<(a+b+c+)+h, 

Folglich | 
im a + tn +: )=a+b-+c+--- 


$ 29. Lehrsatz. 

Istenneon ta Umso, Daunde ars DARSO. IB Fand 
von einer bestimmten Stelle ab und km (u — a.) =b — a. 

Denn bei beliebig kleinem vorgegebenen h können wir eine 
Stelle k so bestimmen, dals fürn >k a— h2 <mu <a—h/2 
und b — h/2 <b„ <b — h/2 bleibt. 

Ist nun h <b— a genommen, so ist a + h/ 2 <b — h2; 
es bleibt dann für n > k | 
a <b und b-a)—_ h<u— m <(b—a)—+h. [8 6 (3).] 

Damit ist der Satz bewiesen. 


Drittes Kapitel. 


Multiplikation und Division mit Strecken. 


$ 30. Mittels eines Grenzprozesses wollen wir nun eine Opera- 
tion an Strecken erklären, in welcher der Operator sowohl wie der 
Operand eine Strecke ist. Da dieser Operation die Multiplikation mit 
Brüchen zu Grunde liegt, nennen wir sie die „Multiplikation von 
Strecken mit Strecken“. 


$ 31. Die Multiplikation einer Strecke @ (Multiplikand) 
mit einer zweiten Strecke 5 (Multiplikator) erklären wir in fol- 


gender Weise. 
Wir setzen vor allen Dingen eine willkürliche Einheitsstrecke 


.E fest und messen den Operator b durch E. ($ 17.) 


Huntington, Grund-Operationen. 3 
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1. Im Falle der Kommensurabilität — d.h. wenn ein 
Bruch g/n sich so bestimmen lälst, dafs (q/n) E = b ist — multi- 
plizieren wir einfach den Operanden « mit diesem Bruche g/n 
(8 13); die Strecke (g/n)a, die wir so erhalten, nennen wir 
das „Produkt d mal a“. 

2. In allen Fällen können wir eine unbegrenzte 
Folge von Brüchen g/n bestimmen, nach dem Gesetze: 





De nen) 


N 


Indem wir nun den Operanden a mit den Brüchen dieser 
Folge der Reihe nach multiplizieren, bilden wir eine 
Streckenfolge, deren ntes Element (g/n)a ist. Den Grenz- 


wert dieser Folge bei wachsendem n, lim I a, wollen wir 


dann das „Produkt 5b mal a“ nennen und mit db.a oder 
ba bezeichnen. 
Dals die Folge (g/n)a thatsächlich einen Grenzwert hat, 
( 


folgt sofort aus & 25. Denn wir haben 1. la ER zul und 


9.2 nn ee La = —; welches schliefslich beliebig klein bleibt. 








Im Falle der Kommensurabilität ist es für das Resultat 
gleichgültig, ob der Multiplikator ein Bruch oder eine Strecke ist. 


$ 32. Sätze über Multiplikation von Strecken. 
4: 


Aus der Definition folgt sofort: Ea=a undbE—=b. 

2. Wenn a = a’ ist, so ist ba = ba’; und wenn b — Ö’ ist, 
so ist ba = bla ($ 22). 

3.. Wenn. a, .Q) 18h. :50, ist 5a =. har denweıne-vear 
grölserung des Multiplikanden vergrölsert auch das Pro- 
dukt. 

Denn wir haben (g/n)a < (gq/n)a’ [8 14 (3)], und die Diffe- 
renz (q/n)a’ — (q/n)a — (q/n)(a — a) bleibt grölser als eine 
feste Strecke (weil diese Folge, ebenso wie (g/n)a, einen festen 
Grenzwert hat, was unmöglich wäre, wenn man ihre Elemente 
beliebig klein machen könnte). 

Also nach $ 23 lim (q/n)a < lim (q/n) a’ oder ba < bi. 
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4. Wenn 5b < db’ ist, so ist dba <-b’a; d. h. eine Ver- 
srölserung des Multiplikators vergrölsert auch das Pro- 
dukt. 

Denn bestimmen wir eine Zahl k Lu, dals E/k < (b’ — b)/2 


ist, so ist für n > k brige „z0va [S 14 (4)]. 


Also dba < b’a. 

5. Setzen wir nun b’ — E bezw. b —= E, so sehen wir: Die 
Operation der Multiplikation vergrölsert oder vermin- 
dert den Multiplikanden, je nachdem der Multiplikator 
srölser oder kleiner als E ist. 


$ 33. Es gelten nun für die Produkte von Strecken die 
folgenden Rechnungsregeln (die auch für die Produkte von Zahlen 
gültig sind). 
1. Kommutatives Gesetz für Multiplikation: 
ab — ba. 
2. Associatives Gesetz für Multiplikation: 
a(bc) — (ab) c. 


Beweis: Sei XE< Zen und "E< en 
Dann ist 


(22). (@e)e= a.de< (PIE). GC E)e [532 (2-3)] 


oder ? 
ee Vs ll ira N] 


TEENSE N N 





Die Differenz der äulsersten Glieder ist 


m/Yy q 2.) 
= + a su 19 
(&e + lc ++ 2, 
was schlielslich beliebig klein bleibt [$ 12 (5), 8 27 a 
Es ist also 
a.be=hm2.Se. 
nn 


Aber ebenso ist 
b.ac—hm4.#e und (ab)c — lim — P4.. 
nn 


Nach $ 15 und $ 22 haben wir dann: 
3*+ 


18 Erster Teil. Absolute Strecken. 


a)ta..be—= bD.üc dder, wenn de Rest ab 00: 
b) abc) = (ab)c. 
Die Strecken a und 5b heilsen die Faktoren des Produktes 
ab oler ba; jeder Faktor ist der „Koeffizient“ des anderen. 
3. Distributives Gesetz: 
ab Le) =abtLuac 
Beweis. Nach $ 28 und $ 29 haben wir: 


ab +e) — im?(b-+ ec) — lim (2 m re) 
N N N 
— lim £b + lim P, — aD Fr AC 
W W ; 


Aus 2. und 3. ergiebt sich: 
4. (a+db)(eEd)=actzad+bceHtbi; 
(« —b)(eEd) =actad — be Tbd. 


$ 34. Symbolische Gleichungen zwischen Brüchen (oder 
Zahlen) und Strecken. 

Wenn a=(p/o)E [le <(p/d)E oder a > (p/)E] ist, 
so wollen wir die Strecke a gleich dem Bruch p/q (a 
kleiner als »/g oder a gröfser als p/g) nennen. In Zeichen: 


= —, je nachdem «a = E Ebenso heilst a=p, je 
N ua, 
nachdem «a EpE. Insbesondere, E — 1. 


Dabei sind die Bemerkungen in $S 15 zu berücksichtigen. 





$ 35. Hülfssatz. 

Bleibt einer von zwei veränderlichen Faktoren 
kleiner (grölser) als eine feste Strecke, so können wir 
ihr Produkt beliebig klein (beliebig grols) machen, 
indem wir den anderen Faktor klein genug (gro/[s genug) 
nehmen. 

Denn. seien » und n feste Zahlen, wovon n beliebig grols 
ist. Wenn z <pE bleibt, dann wird xy < E/n, sobald 
y<- E/np genommen ist. Wenn x > E/p bleibt, dann wird 
xy > nE, sobald y > npE genommen ist. 


$ 36. Lehrsatz. 
Ist. kim a, = 4, .um ba bs lim oe Reel 
lim’(ant. De AG.) aD Ce 
wenn die Anzahl der Folgen eine bestimmte ist. 
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Wir beweisen den Satz zunächst für zwei Folgen: a,, b»- 

Zu irgend einer Strecke h’(h <a, W < b) können wir eine 
Stelle % bestimmen, von der ab 

a—W"<u <a und db -W<b,<b-+Nh 
bleiben. Für » > %, bleibt dann | 

(a Mb — N) <m.1n <(a+h)(b +M) ($ 32) 
oder 
ab Na tb N)<m.1n <ab+h(a —b-+N) ($ 33). 

Bei beliebig kleinem vorgegebenem h können wir nun Ah’ so 
bestimmen, dals W/(a+-b+HM)<h ist ($ 35). 

Wenn wir dann diesen so bestimmten Wert für h’ einsetzen, 
so finden wir zu jedem noch so kleinen h eine Stelle k, von der 
ab ab —h<a,.bn <ab — h bleibt. D.h. lim(a,. db.) = ab. 

Der Satz ist nunmehr leicht für mehrere Folgen zu beweisen. 
Denn aus lim (a, . b„) = ab und limc, — c folgt 

an Once 0.bc, Euss.w: 





$S 37. Ebenso wie wir neben der Operation der Addition von 
Strecken eine inverse Operation (die Subtraktion) hatten, so haben wir 
neben der Multiplikation der Strecken eine inverse Operation, die wir 
jetzt erklären wollen. 


$ 38. Sind die Strecken a, b beliebig gegeben, so 
können wir stets nur eine Strecke x so bestimmen, dals 
bz —= a ist, wie aus folgendem klar wird. 

Nach 8 35 können wir E/n so klein machen, dals (E/n)b < a 
wird, indem wir n grols genug nehmen, und bei festem » können 
wir dann —E so grols machen, dals (WE)% über a hinaus. 
wächst, indem wir m grols genug nehmen. 

Zu jeder Zahl n (von einer gewissen Stelle ab) muls also 
eine derartige Zahl p existieren, dals 


(F&)3 a = 2)1 
N = N 
ist. In dieser Weise bestimmen wir eine unbegrenzte Strecken- 


folge, deren ntes Element (p/n) E ist. 
Wir haben nun erstens: 


lim (22:2) N 
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und zweitens: hat auch die Folge (p/n) E einen Grenzwert, 
denn die Bedingungen von $ 25 sind ebenso wie in $ 31 erfüllt. 


Dieser Grenzwert lm 2E ist dann die verlangte 


Strecke x; denn es ist F 
o (Tim ?E) — lim (BE. o) a, 
n n 


Dals es nur eine solche Strecke giebt, folgt aus $ 32 (3). 
(Beweis indirekt.) 


Somit ist folgende Definition gerechtfertigt: 


$ 39. Division von Strecken durch Strecken. 


Diejenige Strecke, welche man mit 5 multiplizieren 
muls, um a zu erhalten ($ 38), heilst der Quotient a 


durch 5 oder das Verhältnis a zu 5, und wird mit © oder 


b 
a/b oder a:b bezeichnet. Also b(a/b) —= a. 
a heilst Dividend, 5 Divisor, die Operation selbst die 
Division von a durch b (nach Analogie mit $ 11). 
Wenn der Divisor mit # kommensurabel ist, ist es für das 
Resultat gleichgültig, ob der Divisor eine Strecke oder ein 
Bruch ist. N 


$ 40. Aus $ 32 finden wir folgende Sätze über Division 
von Strecken. 

EZ meer 

2. Gleiches mit Gleichem dividiert ergiebt Gleiches. 

3. Eine. Vergröfserung des Dividenden vergrölsert auch den 
Quotienten. 

4. Eine Vergröfserung des Divisors aber vermindert den 
(Juotienten. | 

5. Die Operation der Division vergrölsert oder vermindert 


den Dividenden, je nachdem der Divisor kleiner oder grölser als 
E ist. 


$ 41. Reciproke Strecken. 


Zwei Strecken, deren Produkt gleich E ist, heilsen 
reciproke Strecken. 
Die Reciproke einer beliebigen Strecke a ist offenbar Z/a. 
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(8 39.) Die Reciproke von E ist E selbst [$ 40 (1)]. Wenn eine 
von zwei Reciproken kleiner als # ist, so ist die andere grölser 
als #, und eine Vergrölserung der einen vermindert die andere 
[8 40 (4) 

Statt durch 5 zu dividieren, können wir mit E/b 
multiplizieren. Denn 


'E E E 
(7) u (27,)« — Ba=a;. d.h. Ta ap, 


$ 42. Es gelten nun für die Quotienten der Strecken die- 
selben Rechnungsregeln wie für die Zahlenbrüche ($ 14 bis 16). 
Wir haben nämlich: 


: an, 


denn 
ER E BE i 
ab(”, | ;) — (« | =) (v ,) — EE=E. [833 (2)] 
E b 
9. ne 
denn 


BOT TE IGEYGE EIER: 


Hieraus kann man die übrigen Formeln leicht ableiten. Ins- 


besondere findet man: 


E REEL 
a ee 








$S 43. Hülfssätze. 

1. Wir können die Reciproke einer veränderlichen 
Strecke beliebig klein (beliebig grols) machen, indem 
wir die Strecke selbst grol[s genug (klein genug) nehmen. 

In der That, sei n eine beliebig grolse Zahl, dann bleibt 
E/)£ < Ein (Ex >nE), sobald < >nE (x <- E/n) genom- 
men ist. 

Daraus folgt nach 8 35: 

2. Wenn der Divisor y nie kleiner (nie grölser) wird 
als eine feste Strecke, so können wir den Quotienten x/y 
beliebig klein (beliebig grofs) machen, indem wir den 
Dividenden x klein genug (grols genug) nehmen. 
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3. Wenn der Dividend x nie grölser (nie kleiner) 
wird als eine feste Strecke, so können wir den (uotien- 
ten x/y beliebig klein (beliebig grols) machen, indem wir 
den Divisor y grols genug (klein genug) nehmen. 


$ 44. Lehrsatz. 

Ist kma, = a und! um, = 5b, 80 isti im one ld. 

Wir beweisen zunächst, dals lim (E/b„) = E/b ist. 

Zu irgend einer Strecke h’ (h’ < b) können wir eine Stelle % 
bestimmen, von der abd5 — W<b„ <b —- h bleibt. Es bleibt 


dann fürn > k 
E 


b-+-H 


E h' E E h' 
en ag N 


Bei beliebig klein vorgegebenem h kann man nun h’ so be- 
| h 
SE EW) where 43), 


Folglich ist lim (E/b,) = E/b. 
Der Hauptsatz ist nun leicht zu beweisen. Denn nach 
$ 41 haben wir: 


lım u — lim (@ .) —— PR ErEESE (8 36). 


E E 
N [IS 40 (4)] 


oder 











stimmen, dals 


$ 45. Wir schliefsen dieses Kapitel mit einem Beweise des 
Satzes, welcher der ganzen Lehre von ähnlichen Figuren zu Grunde liegt. 

Dazu wird folgender Satz der Planimetrie vorausgesetzt: 

„Werden zwei Gerade von Parallelen geschnitten, und sind die 
Abschnitte auf der einen Geraden gleich, so sind es auch die Abschnitte 
auf der anderen Geraden.“ 


$ 46. Grundsatz der Ähnlichkeitslehre. 

Werden zwei Halbstrahlen Ox, Ox' von Parallelen 
geschnitten, so haben je zwei entsprechende Abschnitte 
dasselbe Verhältnis. 

Beweis. Ox und Ox' mögen von der ersten Parallelen in 
A, A’, von der zweiten in B, D’ geschnitten werden; es ist dann 
zu beweisen: 





04/02 — OB/OB. 
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1. Fall der Kommensurabilität. Wir betrachten zuerst 
den speciellen Fall, wo OA und OB kommensurabel sind; d. h. 
eine Strecke «a lälst sich so bestimmen, das OA=p.a und 
OB=(p--g9).a ist. Ziehen wir durch diese p + q Teilpunkte 
neue Parallelen, so teilen wir dadurch OA’ in p und OB’ in 
p + q Abschnitte, die einander gleich sind, etwa OA —=p.a 
0B = (p+N.a($ 4). 

Dann haben wir OA/OA’ = a/a und OB/OD — ala’; 

2. Allgemeiner Fall. In allen Fällen können wir zu jeder 
Zahl n (mit einer gewissen Stelle anfangend) eine Zahl p» so 
bestimmen, dafs 


Arno 0A (8 17). 


” 








Setzen wir OB, = ” . OA, so bilden die Strecken OB, bei 

wachsendem n eine unbegrenzte Folge, und es ist: 
Pelm: Olbn =. Ob (versl 1821). 

Ziehen wir nun durch jeden Punkt D,„ eine neue Parallele, 

welche Ox’ in B}, schneiden möge, so behaupten wir, dals 
NR — NUN 5 
ist. 

In der That, zu. jedem beliebig kleinen um B’ gelegten 
Intervalle h' können wir eine Stelle % bestimmen, von wo ab DB, 
immer innerhalb des Intervalles h’ liegt. Denn ziehen wir durch 
die Endpunkte von h’ zwei Parallelen, so entsteht auf Ox ein 
Intervall A, mit dem Mittelpunkte D, und zu jedem h können 
wir dann eine Stelle % so bestimmen, dals B, für n > %k innerhalb 
des Intervalles } bleibt. Für n > %k wird dann DB, auch inner- 
halb des Intervalles h’ bleiben. 

Aus den Gleichungen 1 und 2 ergiebt sich dann: 

lim (OB„/OB,) = OBJOB (8 44). 

Aber nach dem ersten Falle ist 0OA/0OA’ — OB,„/OB, für 

jedes n; folglich BA, 0AF=OBLOB".($ 22), 
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Viertes Kapitel. 


Potenzierung von Strecken. Wurzeln. Logarithmen. 


$ 47. Ein kurzer Rückblick über die bis jetzt erklärten Opera- 
tionen an Strecken zeigt folgendes: 

Wir fingen mit der Fundamentaloperation der Addition an; durch 
Wiederholung derselben gelangten wir zur Multiplikation mit Zahlen; 
dann erklärten wir durch Zusammenfassung dieser Operation mit ihrer 
inversen (der Division mit Zahlen) die Multiplikation mit Brüchen; 
und schliefislich sind wir mittels eines Grenzprozesses zur Multiplikation 
mit Strecken gelangt. 

Jetzt wollen wir dasselbe Verfahren wiederum durchführen, indem 
wir die Multiplikation mit Strecken als Ausgangspunkt betrachten. 

Wir werden also zunächst die wiederholte Multiplikation (Poten- 
zierung mit Zahlen) diskutieren, dann die Potenzierung mit Brüchen, 
und endlich die Potenzierung mit Strecken erklären. 


$ 48. Potenzierung von Strecken mit Zahlen. 


Das Produkt or a. an. a, wo die Streckongsenmal 
genommen ist, wollen wir die pte Potenz von a nennen, 
und mit a? bezeichnen. Dabei soll a! — a sein. 

Die Strecke a heilst die Basis, die Zahl p der Exponent 
der Potenz. Die Operation, durch welche wir a in die pte Potenz 
erheben, heifst Potenzierung mit einer Zahl als Exponent. 


$ 49. Die folgenden Sätze folgen aus den Sätzen für die 
Multiplikation von Strecken miteinander ($ 32): 


1. ErP—= E, d.h. alle Potenzen von E sind wieder gleich E. 

2.7 Wenn.a —=:a718t.780 ist. gB,— a 27 jstepe nos 
BP nr 

3. „Mennaar <a Tist, 50.2ist ae Ra Preheemen\vVers 
srölserung der Basis vergrölsert auch die Potenz. 

4. Wenn p < p' ist, so ist a? < ar', falls a > E, und 
ap > ar, falls a < E; d. h. eine Vergrölserung des Ex- 
ponenten entfernt die Potenz von der Einheitsstrecke E 
(wenn die Basis nicht selbst gleich E ist). 

5. Ist umgekehrt a? < u'?, so muls a <a sein; und ist 
ar < ar, falls a > E, oder ar > ar‘, falls «a < E, so mulsp< pP 
sein (Beweis indirekt, aus 2, 3, 4). 
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$ 50. Ferner, aus den Formeln in $ 33 und $ 42 haben wir: 


a\P aP R 
I, (a ‚ar b2Z2} (7) Be... 8..,(aPj2 nee (g2)P; 


m 


aP . 
4. art — aPas; I Fr: (wobei p > gq). 


$S 51. Binomischer Lehrsatz. 


Wenn die Basis eine Summe zweier Strecken ist, so gilt die 
Gleichung: 


(a br = ar Tar-ı b-+ en b2 


Ei: pw — Je 2) na ker 


er 
Bm I Dias) De er: 
ar Dee Na 
wobei die Reihe aufhören soll mit demjenigen Gliede, in dem 
m .lst. 


Den Beweis dieses Satzes für einen beliebig grolsen Exponenten 
führt man durch „vollständige Induktion“ aus. Es wird nämlich 
nachgewiesen, dals, wenn der Satz richtig ist für p — n, er auch 
richtig bleibt für p —= n + 1, wo n eine beliebige Zahl ist. Aber 
ürp =1,» =2,»9 —= 3 wırd der Satz direkt bestätigt; er ist 
daher für p —= 4 richtig, und folglich für p =5 u. s. w., d.h. 
für einen beliebigen Wert der Zahl p. 


$ 52. Wir erklären nun die inverse Operation. 

Ist die Strecke a mit der Zahl p beliebig gegeben, 
so können wir stets nur eine Strecke & so bestimmen, 
dals <? —= a ist, wie aus folgendem klar wird. 

Indem wir die Zahl n grols genug nehmen, können 
wir E/n so klein machen, dals (E/n)? < a wird; denn ist E/n <a 
gemacht, so wird um so mehr (E/n)P <a sein [S 49 (4)]. 

Indem wir dann bei festem n die Zahl m grols genug nehmen, 
können wir m(E/n) so grols machen, dals [m(E/n)|? > a wird; 
denn ist m(E/n) > a und zugleich > E gemacht, so wird um 
so mehr [m(E/n)]P > a sein |$ 49 (4)]. 

Zu jedem » (mit einer gewissen Stelle anfangend) muls also 
nach $ 49 (3) eine Zahl r existieren, derart, dals 
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es <(Ht) 


N = 
p 

ist. Die Strecken ( R) sowie die Strecken —E bilden dann 

eine Folge ($ 18). | 


r _\? 
Nun ist erstens bei wachsendem n, lim & E) = 0. Denn 


wir haben 


(ee) 


ee ram 
entweder 


nd a (2) + +(7) falls“ E> 
[$ 49 a) oder | 
Bar a ei E. + +6 \ falls 7 E<E 


[IS 49 al, was in beiden Fällen schliefslich beliebig klein bleibt 
(8 3, S 27: 





Zweitens: es hat auch die Folge —E einen Grenzwert; 
denn die Bedingungen von $ 25 sind ebenso wie in $ 31 erfüllt. 
Dieser Grenzwert, lim — E, ist dann die verlangte 
Strecke x; denn 
p r 
(Tim -E) = (tim -E) (Tim „E)... (im BE) = re tim (* Ya 
N N n n 
($ 36). Dals es nur eine solche Strecke giebt, folgt aus S 49 
Damit ist folgende Definition ‘gerechtfertigt: 
$S 53. Wurzelausziehung aus Strecken mit Zahlen als 


Exponenten. 


Diejenige Strecke, welche man zur pten Potenz er- 
heben muls, um die Strecke a zu erhalten ($ 52), heilst 


Bar 
die pte Wurzel aus a, und wird mit Ya bezeichnet. Also 


24 ar 
(Ya)’ = a. Dabei ist Ya — a. 
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a heilst die Basis, p der Wurzelexponent, die Operation 
selbst Wurzelausziehung mit einer Zahl als Exponent. 


$ 54. Durch Umkehrung der in $ 49 angeführten Sätze 
finden wir: 

1. Alle Wurzeln aus FE sind wieder gleich E. 

2. Gleiche Wurzeln aus gleichen Strecken sind gleich. 

3. Eine Vergrölserung der Basis vergrölsert auch die Wurzel. 

4. Eine Vergröfserung des Wurzelexponenten bringt die 
Wurzel näher an E (wenn die Basis nicht schon gleich E ist). 


$ 55. Aus $50 (1,2, 3) erhalten wir: 


Nach der letzten dieser Formeln können wir also die beiden 
Operationen in eine einzige zusammenfassen, siehe folgenden Para- 
graph. 


$ 56. Potenzierung von Strecken: mit Brüchen als Expo- 
nenten. 

Wenn wir aus der pten Potenz von a die gte Wurzel 
ziehen, oder die gte Wurzel aus « zur pten Potenz er- 
heben [was nach 8 55 (3) auf dasselbe hinauskommt], so 
sagen wir, dals wir a zur Potenz p/q erheben. Das Re- 


sultat wollen wir mit a®/a bezeichnen. Also aP/ı — Yar 


Zoe 
= (Yu). 

a ist die Basis, p/q der Exponent. Ein Exponent heilst 
„ganz“ oder „gebrochen“, je nachdem er eine Zahl oder ein 
Bruch ist. 


DE 
Wir haben ar/! — ar und a!/a — Ya; d. h. Potenzierung 


und Wurzelausziehung mit Zahlen sind specielle Fälle der all- 
gemeineren Operation der Potenzierung mit Brüchen. 


$ 57. Aus den in $ 49 angeführten Sätzen kann man die 
folgenden ableiten: 

1 AN. ae — 

2. Gleiche Potenzen von, gleichen Strecken sind gleich. 
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3. Eine Vergrölserung der Basis vergrölsert auch die Potenz. 

4. Eine Vergrölserung des Exponenten entfernt die Potenz 
von der Einheitsstrecke (wenn die Basis nicht selbst gleich # ist). 

5. Ist « kleiner (grölser) als E, so sind auch alle Potenzen 
von «a kleiner (grölser) als E. 


$ 58. Ferner, es gelten die in $ 50 angegebenen Formeln 
auch für gebrochene Exponenten, wie man ohne Schwierigkeit 
beweisen kann ($ 53, 8 55). | 

Allein der binomische Lehrsatz ($ 51) ist nicht (ohne weiteres) 
für gebrochene Exponenten gültig, weil die vollständige Induktion 
nicht anwendbar ist. 


$ 59. Wurzelausziehung aus Strecken mit Brüchen als 
Wurzelexponenten. 

Die p/qgte Wurzel aus « heilst diejenige Strecke, deren p/gqte 
Potenz gleich «a ist. Die verlangte Strecke ist offenbar ar ($ 58). 


Statt die p/qte Wurzel aus a zu ziehen, kann man also a 
p/g 
zur q/pten Potenz erheben. Also Ya = aw. 


$ 60. Ungleichungen. 
In den folgenden Ungleichungen sind m und n 
beliebige natürliche Zahlen, die gröfser als 1 sind. 
E\mn E % E\mn 
1. (E- 5) <7 <E<nE<(E+) | 
ae 
E E\mn — E 
. E-2<(n) <E<mEm<E+Z 
Beweis. 
Da m > 1 und n > 1 sind, haben wir sofort: 


1 1 ; 
Em <E<nE und (E/my"® < E< (mE)rr [8 57 (5)]. 
Aus dem binomischen Lehrsatze ($ 51) sehen wir: 
nE < (E + E/m)"". 
Ferner haben wir | 
E — E/m < 2 
E— E/m’ 
da E— E/m?< cE ist. 
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Folglich: 
(E — E/myr" < 


[8 49 (3), $ 50 (2)] 
Damit ist 1 bewiesen. 
Aus dem ersten Teile von 1 haben wir nach 8 54 (3): 


E E 


ee DT) 
(E + E/m)"* > EN Tri 





1 
E — E/m< (E/nymr; 
ebenso aus dem letzten Teile: 


1 
(nEymn < E-+ E/m. 


Vertauschen wir dann m und n, so haben wir 2. 


$ 61. Aus diesen Ungleichungen ergiebt sich folgender 
wichtiger Satz: 

Lehrsatz. 

Ist a eine beliebig gegebene Strecke, so können wir 
aV? beliebig nahe an FE bringen, indem wir die Zahl p 
sro[ls genug nehmen. 

In der That sei n beliebig grofs und m so bestimmt, dafs 
me a must, 

Dann wird E— E/n< avpr < E+ E/n, sobald p > mn 
genommen ist [S 54 (3), S 60 (2)]. 


$ 62. Mittels eines Grenzprozesses wollen wir nun eine Opera- 
tion an Strecken erklären, welche auf die Potenzierung mit Brüchen 
gegründet ist, wo aber der Operator sowohl wie der Öperand eine 
Strecke ist. Wir nennen sie die „Potenzierung mit Strecken“. (Vergl. 
8 30.) 


$S 63. Potenzierung von Strecken mit Strecken als Ex- 
ponenten. 


Die Erhebung der Strecke a zur Potenz b, wo b auch 
eine Strecke ist, erklären wir in folgender Weise. 

Wir messen zunächst den Operator b durch dieselbe 
Einheitsstrecke E, die schon bei der Multiplikation der Strecken 
(S 31) festgesetzt worden ist. Dann haben wir zwei Fälle — 
einen speciellen und einen allgemeinen ($ 17). 

1. Im Falle der Kommensurabilität — d.h. wenn 
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St) 
o 


— (g/n)E ist — soll die bte Potenz von «a einfach gleich 
av/r sein ($ 56). 
3. In allen Fällen können wir eine unbegrenzte Folge 
von Brüchen g/n bestimmen nach dem Gesetze: 


IE in ey, (8 19). 


Indem wir nun die Brüche dieser Folge der Reihe 
nach als Exponenten für den Operanden a benutzen, 
bilden wir eine Streckenfolge, deren ntes Element a«" 
ist. Den Grenzwert dieser Folge bei wachsendem n, 
lim a®’/r, wollen wir dann die dte Potenz von «a nennen 
und mit a? bezeichnen. 

Dals die Folge a“/* thatsächlich einen Grenzwert hat, beweisen 
wir gleich unten. 

Die Strecke « heilst die Basis, b der Exponent (nach 
Analogie von $ 48). 

Wenn der Exponent mit E kommensurabel ist, ist es für 
das Resultat nt ob der Exponent ein Bach oder eine 
Strecke ist. 


$ 64. Dals ee ee): in allen Fällen einen 
Grenzwert hat, folgt aus $ 2 


gl 
In der That, wenn «a > . ist, haben wir an n a” und 
g+1 4 al 
die Differenz ur — " —= an (aum — E <a" (an— E) 
g+1 





bleibt schliefslich beliebig klein. (Denn der Faktor a * ist eine 
wesentlich abnehmende Folge, deren Elemente also alle kleiner 
sind als eine feste Strecke, während der Faktor a/’r — E nach 
S 61 schliefslich beliebig klein bleibt. Folglich bleibt das Produkt 
schlielslich beliebig klein, nach 8 35.) 

g+1 q 


Ebenso wenn « < E ist, haben wir a <oar und die 
Differenz 


q g+1 g+1 E\ı/n | q E\Yn 
Eee " 


bleibt wie vorhin schlielslich beliebig klein. 

Also in beiden Fällen besitzt die Folge «ar einen Grenzwert, 
nach S 25 

Falls « = E, ist ohne weiteres im au — E [S 57 (1)]. 
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$ 65. Sätze über die Potenzierung von Strecken. 


1. Aus der Definition folgt sofort: E" = E und aF —= a. 

BVenn ag 81,50 180.09. a: wenn b’==b7ist, so 
auge 0% (8 22). 

Br Ist eat 00 <a d.h..eine Vererölserung 
der Basis vergrölsert auch in Potenz. 

Beweis. 

Wir haben a«/r < ar [S 57 (3)] und die Differenz 

aan — adr — ar [(a/a)/r — E]. 


Erstens hat der Faktor «”* den Grenzwert a? (8 63). 

Zweitens hat der Faktor (a’/a)”* — E auch einen Grenzwert, 
nach 8 29. . (Denn a’/a > E, somit (a’/a)”r > E; und da die 
q/n eine wesentlich zunehmende Folge bilden, so muls lim (a’ /a)”/* 
> E sein.) 

Folglich hat das Produkt auch einen Grenzwert ($ 36), so’ 
dals a’W/r — a”’/r schlielslich grölser als eine feste Strecke bleibt. 
Es ist also nach 8 23 lim a!/r < lim a'/r oder ad <«a’®. 

AS besonsen = 0% Jalls a7 > R,,und:o? >. falls 
a <- E; d. h. eine Vergrölserung des Exponenten entfernt 
die Potenz von E (wenn die Basis nicht selbst gleich 
E ist). 

Beweis. 

Bestimmen wir eine Zahl % derart, dals E/k < (' — b)/2 
ist, so ist für n > k: 


ee E<b. 


Wenn a > E ist, wird dann sein: 
Gr 
Bar << an os 57 (A)], d.h. ai <a‘. 

Wenn a < E ist, wird ebenso a? > a” sein. 

5. Setzen wir nun b’ —= E bezw. b —= E, so sehen wir: Die 
Operation der Potenzierung entfernt die Basis von E, 
oder bringt sie näher an E, je nachdem der Exponent 
grölser oder kleiner als E ist (vorausgesetzt, dals 
die Basis nicht von vornherein gleich E ist). Ist 
die Basis a kleiner (grölser) als E, so sind auch alle 
Potenzen von a kleiner (gröflser) als E. 


Huntington, Grund-Operationen. 4 
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$ 66. Es gelten nun für die Potenzierung mit | 
Strecken die folgenden Rechnungsregeln: 
1. (ab)e —arb2, 72.2100) —=a2/0%, Satan) — ar 
Amar 058.018, 
NR le 
Beweise. Sei 
Im Ina me 
Re N IN her n 
1, ARssıst 
a lim. an 02m. 690 
also 
aba — hm ka br) lm (ab) (573058058). 
Aber auch (ab) = lim (ab)r/r; folglich (ab) = u*b° (8 22). 
2. In derselben Weise beweist man die zweite Formel, nach 





8 44. 
3. Wenn a > E ist, so haben wir: 
gr ae ei 
a ED ea 
Nun ist 
q+1 r+1 qr qr Im740 r a 
a+ı, m BCE 
ar n _— qnn — ann |ar\n nn nn al, 


"3 


= (aP)° Er en E|, 
welches nach $ 61 schliefslich beliebig klein bleibt. 


ee 
mn _ 


gr 
Es ist also (a?) —= lim ar". 
ge 
Aber ebenso ist ad? — lim a""; folglich (a?) = aP° (8 22). 


Für den Fall « < E ist der Beweis in ähnlicher Weise zu 
führen. Wenn a —= Eist, so ist der Satz ohne weiteres klar, 
nach 8 65 (1). 

en N Denn E; dann 


N 





finden wir, wie in 3: 
hass 
a mia —ulım (U rer) — a 








ONE Doneos een na ” ie und 
ar 
ae lm ar lim Aa ar) Zuaar 


En) 
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$ 67. Ungleichungen. 


Wir beweisen jetzt die folgenden Ungleichungen, 
wo m und n beliebige natürliche Zahlen, grölser als 
Issınd. 

E E m 2 E m R I 
BD  <leE <E<(E+ En SR E 


N 23mm 





Beweis. 
Aus dem binomischen Lehrsatze (S 51) haben wir: 


h\m mh , mm —1)/h\? 
Br A re (m) 


R M m(m — 1) (m — 2) Oi Auen 





lee 292, m 
a TED >) 


.. Mm mM 





= E+h+5(1-)e+z (1 -)( are 


l 1 2 | ne 
ea) rau in era) 


l 1 1 
<E+h+ Mm + gt. + hr 


m! 
= E - h = h(E/2 — E/22 -- E/23 + re -- E/2m-=1), 
wenn h < E genommen ist. Setzen wir nun 
SER Mor Selen on 
so. ist.8 — ne — ne a oder S—=E — E/2m—ı, also 
S< Efür m >|]. 


Folglich: (# st \< E-+ 2h, wobei h< E. 
Nehmen wir h = E/2n, so haben wir: 


Y (E+ nn) ne 


2BmN 





Ferner haben wir: E — wur 3: 2 u ‚ wie 


2mn 
ar 2m(n — 1) 





man leicht verifizieren kann. 
4* 
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Folglich nach 1: 














FE m dis 
(Eau) " (2+ E ne; 
2m(n —]) 
2.2 Ab er 
| E »—|1 n 
hr em 


Die übrigen Teile des Satzes folgen sofort aus $ 57 (5). 





$ 68. Hülfssätze. 
Seien m und n feste Zahlen, wovon n beliebig grols. 


1. Bleibt die Basis x grölser (kleiner) als eine feste, 
Strecke, die selbst grölser (kleiner) als E ist, so können 
wir die Potenz #4 beliebig grofs (beliebig klein) machen, 
indem wir den Exponenten y gro[s genug nehmen. 

Bleibt x > E + E/m, so wird 9 > nE, wenn nur y > mnE 
genommen ist [S 60 (1)]. 

Bleibt & < E — E/m, so wird «U < E/n, wenn nur y>mnE 
genommen ist |[$ 60 (1)]. 

9. Bleibt die Basis x zwischen zwei festen Strecken, 
so können wir die Potenz «9 beliebig nahe an E bringen, 
indem wir den Exponenten y klein genug nehmen. 

Bleibt E/m <x < mE, so wird E— E/n<<E-+t E/n, 
wenn nur y < E/mn genommen ist [$ 60 (2)]. 

3. Bleibt der Exponent grölser als eine feste Strecke, 
so können wir die Potenz & beliebig klein (beliebig 
gro[s) machen, indem wir die Basis x klein genug (grols 
genug) nehmen. 

Bleibt y > E/m, so wird #9 < E/n, wenn nur £ < (E/n)" 
genommen ist. 

Bleibt y > E/m, so wird «/ > nE, wenn nur & > (nE)" ge- 
nommen ist. 

4. Bleibt der Exponent y kleiner als eine feste 
Strecke, so können wir die Potenz &/ beliebig nahe an 
E bringen, indem wir die Basis x nahe genug an E 
nehmen. 

Bleibt y < mE, so wird E— E/n << E-+ E/n, wenn 
nur E— E/2mn <x < E + E/Qmn genommen ist ($ 67). 
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$ 69. Lehrsatz. 

weten a, —asaund lm 6, = 5b, 80.18t um (ann) &8. 

Beweis. 

Zu irgend einer Strecke W ("<a h'<pb,W<l|a— E|) 
können wir eine Stelle % bestimmen, von der ab 
a— W<m <ath unddb -— W<b„<bdb-W bleibt. 

Wenn a > E ist, bleibt dann für n > k: 

(a — HR < ann < (at hr" 
[S 65 (3, 4)], oder 
(a —- hW)- (m) < a’n <l(a—+ HM) . (a + MN)" 

IS 66 (5)], oder 


nv y/T W Ä x 
En EN HE tEn, 
IS 66 (1)] oder 

ad.(E—4M).(E-W) <a <a. (E+NM)(E-+H#), 
wo h” nach 8 68 (2, 4) beliebig klein. gemacht werden kann, indem 
wir A klein genug nehmen; oder 


ad — ad (ah — Hr) < an <a 4 ah’ + hr), 





oder 
a —h<mnmn<a—h, 
wo h nach $ 35 beliebig klein gemacht werden kann, indem wir 
h' klein genug nehmen. 
Zu jedem noch so kleinen vorgegebenen h können wir also 
(falls « > E) eine Stelle % so bestimmen, dals für n > k: 
eo —h<ann <a —h 
bleibt; d. h. im (ann) = a. 
In ähnlicher Weise beweist man den Satz für die Fälle 
ge und a = .E, 


S 70. Da das kommutative Gesetz für die Potenzierung nicht 
mehr gilt, haben wir neben dieser Operation nicht nur eine, sondern 
zweierlei inverse Operationen, je nachdem die Basis oder der Exponent 
gesucht wird. Diese wollen wir jetzt erklären. 


S 71. Wurzelausziehung aus Strecken mit Strecken als 
Wurzelexponenten. 
Die bte Wurzel aus «a heifst diejenige Strecke, deren bte 
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Potenz gleich a ist. Die verlangte Strecke ist offenbar «aE/» 


IS 66 @)]. 
Statt die bte Wurzel auszuziehen, kann man also in die 


DIA 
Potenz E/b erheben, d. h. Ya =——=# (210) 


$ 72. Sind zwei Strecken a und b beide grölser als 
E oder beide kleiner als E, so können wir stets nur 
eine Strecke x so bestimmen, dals 5b» = a ist, wie aus 
folgendem klar wird. 

Beitza DB. GH Fzund dr 

Indem wir die Zahl n grofs genug nehmen, können wir E/n 
so klein machen, dals bE/r < a wird [S 68 (2)]. 


Indem wir dann bei festem n die Zahl m grols genug nehmen, 
mE 


können wir m(E/n) so grofs machen, dafs b" über «a hinaus 
wächst [S 68 (1)]. 

Es muls also zu jedem n (von einer gewissen Stelle ab) eine 
Zahl r existieren, derart, dafs 


r 


rn dee, 
N ist [8 65 (4)]. 
Es bilden dann 5*" sowie —E eine Folge von Strecken 


($ 13) 


T 
. 0— BE e Be 
Nun wird erstens im b" == a sein, denn die Differenz 
r+1 E 


bu, Elta on (un) 
bleibt nach S 61 schlielslich beliebig klein. 


E 


Zweitens wird die Folge —E selbst einen Grenzwert haben, 
nach & 25. 
Diese Strecke lim Eist dann die verlangte Streckex; 


denn N 75 
ne en NS El 

In ähnlicher Weise zeigt man, dafs die gesuchte Strecke auch 
im Falle « < E,b < E sich immer finden lälst. 

Dals es nur eine solche Strecke giebt, folgt aus S 65 (4) 
(Beweis indirekt). 

Somit ist folgende Definition gerechtfertigt. 
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$ 73. Logarithmierung von Strecken mit Strecken als 
Basen. 

Der Exponent derjenigen Potenz, zu welcher wir db 
erheben müssen, um a zu erhalten ($ 72), heilst der ab- 
solute Logarithmus von « zur Basis db, und wird mit lg a 


bezeichnet. Also b)’isa — a, wobei entweder a> Eb>E 
odera<E,b<E sein muls. 

Hier ist « als Operand aufzufassen, b als Operator. Ö heilst 
die Basis des Logarithmus. 

Es muls betont werden, dals wir hiermit dem Symbol ’Ig «a 
‘nur dann eine Bedeutung gegeben haben, wenn entweder «a > KL, 
b>KEodra<E.b< Eist. [Vergl. $ 65 (65).] 

Ist eine beliebige von FE verschiedene Basis b festgesetzt, 
so können wir zu jeder von E verschiedenen Strecke «a entweder 
’Ig a oder ’lg (E/a) bestimmen ($ 41). 


S 74. Sätze über absolute Logarithmen. 


l. ga —=E Vega a. 

2. Logarithmen von gleichen Strecken zu gleichen Basen 
sind gleich. 

3. Eine Vergrölserung der Strecke vergrölsert oder 
vermindert ihren absoluten Logarithmus, je nachdem 
die Basis gröfser oder kleiner als #% ist. 

osdere hats var go, 2eoulaa. Dannsıst DE ——.o, 
und 52 — a: oder b* = b®, Es muls also 2<@tbei a > Hb>E, 
und’ > 2 ber a < E,b<I,E:sein. 

Denn wäre <> x bei b > E, bezw. << bei b<- E, so wäre 
nach $ 65 (4) D?  b*', was ausgeschlossen ist. 

4. Eine Vergrölserung der Basis bringt den Loga- 
rithmus näher an A. 

Inder Dnat sei b <_b/, y == 239 a, y = ®lg.a. ‚Dann ist DE a, 
und bY — a; oder 4 =bY. Esmuls also y> ybib>EVUD>E, 
undy<ybeb< E06 <E sein. 

° Denn wäre y < y’ im ersten Falle, bezw. y > y' im zweiten 
Falle, so wäre nach [$ 65 (3, 4)] bY < 0’V’', was ausgeschlossen ist. 


$S @5. Es gelten nun für die absoluten Logarithmen 
folgende Rechnungsregeln: 
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a" > E, oder b < Ha FR, de: 
1 (4) —: + ’ly N wobei entweder 5b > LE, a<KE, 


ad 





| lg (aa) —= ?!lga— ?’lga’, wobei entweder5b > EB, a>E, 
| 


R a". H;.0den!&<T EB, a DR IE 
lg (« =) a0 210 ar wobei entwederdb> EH,a>K£, 
a STE, öder'bi= 5, a <a, 
( - lg (a) = c (?lg a), wobei entweder b > E, a > E, oder 
VE re, 
= blg (2) at ("9 =) wobei entweder 5b > E, a>KE, 
oder Di Aa 

Ferner finden wir die Relationen: 
Du = u wobei entweder a z Farbe BR odereor er 
b<E. 
Ws m N wobei entweder a> E,b>KE,c>E, oder 
Ri i ah, bb Foo, 
UEFA 2 (E1° wobei entweder a > E, b>E, 


= i:0dersoe Abwehr 





$ %6. Lehrsatz. 

Ist km a„ = a, lim b„ = b, und entwedera > E,b > E, 
oder a<E,b<KE, so ist 1. von einer gewissen Stelle 
ab entwedera, = 5,0, - KR Oder a, eb et 
2. lim (rlg a,) = ’lg a. 

Beweis: 

Der erste Teil des Satzes ist sofort klar, für den zweiten 
Teil geben wir einen indirekten Beweis (wie wir auch in $ 44 
hätten verfahren können). 

Wir setzen c„ = Onlg a, Undie =Plgras 80 -18t en ENTE N! 
be = a, Man 'söll beweisen: kim, —&. 

Zu jeder noch so kleinen Strecke h (h<b, h<|b — E|, 
h < a) können wir eine Stelle % so bestimmen, dals für n > k: 
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Ab— h<b„<b+h und Bb—-h<br<b+h 
bleiben. 

Jetzt nehmen wir an, dals e nicht der Grenzwert 
von c„ wäre. Dann gäbe es (mindestens) eine feste Strecke d, 
derart, dals zu jedem % (mindestens) ein r sich so bestimmen 
lälst, dafs ec. +; „ aulserhalb des Intervalles ce — d bis ce + d liegt; 
d. h. entweder 4 r <c—doderc+d< rn 

Nach A. würden wir dann haben (falls > E): 
entweder 

(b— hr+t® <(b — h)*tr < AR 
oder 
De <(b + h)*+r <(b + hy [3 65 (3, 4)], 
also nach B., entweder 
Bent be In oder. — h—(b- A) 
für jede noch so kleine Strecke h. 

Nun können wir bei beliebig kleinem vorgegebenem 4, 

beta — WM<(b —hrtt und b + hr-ti<be-d— MW 
machen, indem wir h klein genug nehmen [S 68 (4)]. 

Wenn unsere Annahme richtig wäre, wäre also 
entweder 

b+ta— be» <h+h odr bb — b-di<h-h, 
für beliebig kleine und A’. Diese beiden Ungleichungen sind 
aber offenbar unmöglich; unsere Annahme ist also unzulässig, 
und es muls ce —= lim c,„ sein. 

In derselben Weise führt man den Beweis ım Falle a < E£, 
a 


S 77. Wir dürfen nun die Aufgabe unseres ersten Teiles, die 
wichtigsten Operationen an absoluten Strecken streng zu erklären und 
die Grundsätze derselben zu entwickeln, als vollendet betrachten. 

Freilich liegt der Gedanke nahe, noch höhere Operationen zu 
definieren, indem wir zunächst die wiederholte Potenzierung als eine 
einzige Operation betrachten und dann denselben Plan verfolgen, den 
wir in $ 47 entworfen haben. Weil aber das kommutative Gesetz 
nicht mehr für die Potenzierung gilt, ist dieser Plan nicht ohne weiteres 
durchzuführen; aufserdem haben diese höheren Operationen sich für die 
Wissenschaft nicht als nötig erwiesen, und ihre Theorie ist selten ent- 
wickelt worden. 





Zweiter Teil. 


Vektoren der Ebene. 





Fünftes Kapitel. 


Vektor - Addition. 


$S 78. Wir gehen nun zum zweiten Teile unserer Betrach- 
tungen über, indem wir als neues Moment die Richtung der 
Strecken in der Ebene berücksichtigen ($ 1). 

Die Grundsätze der euklidschen Geometrie .der Ebene werden 
als bekannt vorausgesetzt. 


$S 79. Vektoren der Ebene. 

In der Ebene denken wir uns zunächst einen Punkt O0) 
(Anfangspunkt) und einen von O) aus gezogenen Halbstrahl Ox 
(Anfangsrichtung) festgelegt. 

Jeden anderen Punkt A der Ebene kann man nun von OÖ) 
aus dadurch erreichen, dals man eine Strecke von passender 
Länge und Richtung durchläuft; nur um den Punkt O selbst zu 
erreichen, hat man keinen Weg zu machen. 

Einen geradlinigen Weg, der uns von OÖ zu einem 
anderen Punkte A der Ebene führt, sowie das Still- 
stehen am Punkte O wollen wir einen „Vektor der Ebene“ 
oder schlechthin einen „Vektor“ nennen. 

Ein „eigentlicher Vektor“ ist ein solcher, der uns zu 
einem von (O verschiedenen Punkte führt. 

Denjenigen Vektor, der bedeutet, dals wir im Anfangspunkte 
bleiben sollen, nennen wir den „uneigentlichen Vektor“ oder 
„NoktorNull®/(0). 
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Durch jeden Vektor wird also ein Punkt der Ebene eindeutig 
bestimmt; und umgekehrt, jedem Punkte der Ebene entspricht 
ein bestimmter Vektor. 

Beliebige Vektoren bezeichnen wir mit A, B, C,... und die 
absolute Länge eines eigentlichen Vektors A mit |Al. 

Wir werden häufig von dem „Punkte A“ sprechen, anstatt 
von dem „Vektor A“, der ihm entspricht. 


$ 80. Zwei Vektoren A, B heilsen gleich, wenn sie dem- 
selben Punkte entsprechen; in Zeichen A=B. It A—= DB und 
Beet Ar. 

Zwei eigentliche Vektoren heilsen entgegengesetzt, wenn 
sie dieselbe Länge und entgegengesetzte Richtung haben, d.h. 
wenn die Verbindungslinie der beiden Punkte durch O gehälftet 
wird. 


$ SI. Absolute Vektoren. 


Wenn wir uns auf eigentliche Vektoren der Anfangs- 
richtung Ox beschränken, können wir diese Vektoren als abso- 
lute Strecken behandeln. Wir nennen sie daher „absolute 
Vektoren“, bezeichnen sie mit a, db, c,... und übertragen 
auf sie alle Definitionen und Resultate des ersten Teiles. 

Die früheren Operationen an absoluten Strecken werden also 
als specielle Fälle der jetzt zu erklärenden Operationen an all- 
gemeinen Vektoren auftreten. 


$ 82. „Reelle‘“ Vektoren. 


Die Gerade, auf welcher der Halbstrahll Ox (8 79) liegt, 
heilst die Hauptachse oder (nach einer unpassenden Termino- 
logie, die in der Geschichte der Mathematik üblich geworden und 
heute wohl nicht mehr abzuändern ist) die „reelle“ Achse. 
Vektoren dieser Achse werden dann „reelle Vektoren“ genannt. 

Ein eigentlicher reeller Vektor heilst positiv oder negativ, 
je nachdem er in der Richtung Ox oder in der entgegengesetzten 
Richtung läuft. 

Beliebige reelle Vektoren — positiv, negativ oder Null — 
wollen wir mit «, ß, y, ..... bezeichnen. 

Alle nicht „reelle“ Vektoren heilsen nach der alten Termino- 
logie „imaginär“. 
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$ 83. Von zwei ungleichen reellen Vektoren «, wollen 
wir denjenigen grölser (kleiner) nennen, der weiter nach der 
positiven (negativen) Richtung liegt als der andere. In Zeichen 
> ß (a <B). 

Wir benutzen also die Symbole < und > hier in einer 
neuen Bedeutung, die nicht mit der in $ 2 (1) gegebenen zu ver- 
wechseln ist. Die Benennung „kleiner“ oder „grölser* bezieht 
sich nämlich hier auf die relative Lage der Punkte — dort auf 
die relative Länge der Strecken. 

Sind zwei reelle Vektoren «, ß beliebig gegeben, so muls 
entweder 1.02 = ß, 2.@<-ß oder 3. & > Pß sein; und wenn 


= DD = WISE SORISL 005 Mayr 








$ 84. Im folgenden werden drei Hauptoperationen an 
Vektoren erklärt, für welche die Rechnungsregeln formal -ähn- 
lich mit denen ausfallen, die wir für die Addition [S 2 (2), S 4], 
die Multiplikation (8 33) und die Potenzierung (8 66) von Strecken 
mit Strecken nachgewiesen haben!). Statt neue Namen für 
cliese Operationen zu schaffen, nennen wir sie daher die Addition 
(S 85), die Multiplikation ($ 97) und die Potenzierung ($ 112, 
$ 129) von Vektoren mit Vektoren. 

Die inversen Operationen wollen wir dann nach derselben 
Analogie benennen. 





$ 85. Addition von Vektoren. 


Aus zwei beliebigen Vektoren A, B können wir durch 
folgende Regeln stets einen dritten Vektor ableiten, den wir die. 
„Summe A plus 3“ nennen und mit A — D bezeichnen wollen: 

a) Wenn 5 von Null verschieden ist, so erreichen 
wir den Punkt A+ 5 dadurch, da[s wir vom Punkte A 
aus einen Weg durchlaufen, der dieselbe Länge und 
Richtung wie B hat. 


b) Dabei soll A+-0 —=A sein. 


$ 86. Aus den Lehrsätzen der Planimetrie über die Kon- 
gruenz von Dreiecken findet man leicht: 
') In der Geschichte der Mathematik hat die Aufgabe, „differenzierbare 


Funktionen“ zu bilden, die eben diesen Rechnungssätzen gehorchen, zur Her- 
stellung dieser scheinbar willkürlichen Definitionen geführt. 
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1. Wenn 5 = B ist, so st A+- 5b = A B'; und wenn 
B+B ist, ss st A+- D+4A-+ DB. 

9. 4A+B=DB-+A. 

3. 4A+(B+0)=(A+5b)-+C. 

Die Summe A 5 wird nur dann reell sein, wenn die 
Punkte A und BD entweder selbst auf der reellen Achse oder 
equidistant auf entgegengesetzten Seiten derselben liegen. 


$ 87. Lehrsatz. 

Die absolute Länge der Summe zweier Vektoren ist 
nicht grö[lser als die Summe (und nicht kleiner als die 
Differenz) der absoluten Längen der Summanden: 

Denn in jedem Dreieck ist jede Seite nicht grölser als die 
Summe (und nicht kleiner als die Differenz) der beiden anderen 
Seiten. 


$ SS. Subtraktion von Vektoren. 

Umgekehrt, wenn A und 5b gegeben sind, so unter- 
suchen wir, ob ein Vektor X existiert, derart, dals 
X-+ b=Aist. Wenn wir einen solchen finden können, 
so wollen wir ihn die „Differenz A minus B“ nennen und 
mit A — B bezeichnen (nach Analogie von $ 5). 

Wir finden: 

a) Wenn D von O verschieden ist, so st A——b = A-D)", 
wo b’ der zu b entgegengesetzte Vektor ist. Insbesondere ist 
A—A=(. 

k) A-0=4= 4-40. 

Die Subtraktion ist also immer durchführbar, was bei 
den absoluten Strecken nicht der Fall war. 


$ 89. In allen Fällen finden wir: 

1. A—(bD-+-(0)=4—B—(, A—(B— O0)=A—B-+C. 

2. Aus A+0= Bfolgt A—= B— CC und au A— =D 
flst A=b- 0. 

Die Differenz A — DB wird nur dann reell sein, wenn die 
Punkte A und D entweder selbst auf der reellen Achse liegen 
oder auf derselben Seite equidistant sind. 


$S 90. Statt 0 — A wollen wir einfach — A schreiben. 
— A ist also, falls A # 0, der zu A entgegengesetzte Vektor; 
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und —0=0. Folglich: A—b —= A+(— 5b) und A—(— 5) 
—A+DB. 

Da wir die positiven an Vektoren mit 5b, c,... be- 
zeichnet haben, können wir also jetzt die negativen mit — a, 
—b, —c, ... . bezeichnen. 


$S 91. Die wiederholte Addition eines Vektors zu sich selbst 
ändert seine Richtung nicht. Indem wir dem im $ 47 entworfenen 
Plane wieder folgen, werden wir dann zu den folgenden Operationen 
geführt. 

Multiplikation und Division von Vektoren mit Zahlen, 
Brüchen und absoluten Strecken. | 

Es sei M für den Augenblick eine Zahl, ein Bruch oder eine 
absolute Strecke. (Vergl. $ 34.) 

a) Unter M. _A bezw. A/M (wo A # 0) verstehen wir dann 
den Vektor, den wir erhalten, wenn wir die absolute Länge von 
A mit M multiplizieren (S 31) bezw. dividieren ($ 39), ohne die 
Richtung von A zu ändern. 

b) Dabei soll 7.0 = 0 und 0/M —=0 sein. 

Diese Operationen bieten also nichts neues dar. 


Sechstes Kapitel. 


Vektor-Multiplikation. 


$ 92. Bevor wir zur zweiten Hauptoperation ($ 84) an Vek- 
toren übergehen, schicken wir folgende Betrachtungen über Winkel 
voran, damit wir die „Polarkoordinaten“ eines Vektors erklären können. 

Winkel. 

Um klar zu machen, was wir unter „Winkel“ verstehen 
wollen, denken wir uns auf dem Halbstrahl Ox einen Punkt P 
so genommen, dals der Abstand von OP gleich der Einheits- 
strecke # ist. 

Es sind nun zwei Möglichkeiten vorhanden: 

a) Der Strahl dreht sich in der Ebene um den festen 
Punkt O0, während der Punkt P einen Bogen des „Einheits- 
kreises“ beschreibt. Findet die Drehung etwa im Sinne von 
rechts nach oben statt, so heilst sie positiv; eine Drehung im 
entgegengesetzten Sinne heilst dann negativ. In beiden Fällen 
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denken wir uns die Drehung als unbegrenzt — d.h. der Kreis- 
bogen kann auch beliebig viele Umdrehungen betragen. Oder: 
b) Der Strahl bleibt unbeweglich. 


Die positive Drehung, die negative Drehung und das 
Stillstehen wollen wir jetzt unter dem Namen „Winkel“ 
zusammenfassen). Ein beliebiger Winkel muls dann entweder 
„positiv“, „negativ“ oder „null“ sein. 

In der Anfangslage A des Punktes P ziehen wir an dem 
Einheitskreise eine auf Ox senkrecht stehende Tangente, die wir 
als eine reelle Achse mit Nullpunkt in A betrachten wollen. 
Wir denken uns nun die beiden Hälften dieser Geraden um den 
Kreis so aufgewickelt, dafs eine positive bezw. negative Bewegung 
auf der Geraden einer positiven resp. negativen Drehung um den 
Kreis entspricht. 

Es wird also in dieser Weise zu jedem Winkel ein reeller 
Vektor eindeutig zugeordnet; den positiven (negativen) Winkeln 
entsprechen die positiven (negativen) reellen Vektoren, und dem 
Nullwinkel entspricht der Vektor Null. 

Die ganze Theorie der reellen Vektoren können und 
wollen wir also ohne weiteres auf Winkel übertragen; 
insbesondere behalten wir (nach 8 82) «, ß, y, ..... als Bezeich- 
nungen für beliebige Winkel. 


S 93. Kongruente Winkel. 

Zwei Winkel, «, ß, die gleich sind oder sich nur um ganze 
Umdrehungen voneinander unterscheiden, nennt man „kon- 
sruent“; in Zeichen: & = ß. | 

Bezeichnen wir mit 2x die Länge der Peripherie des Ein- 
heitskreises, so ist «= «+ 2kz, wo k eine beliebige natürliche 
Zahl ist. 

Der Winkel x/2 ist ein rechter. 


S 94. Polarkoordinaten eines eigentlichen Vektors. 

Einen Kreis, dessen Mittelpunkt O ist, nennen wir der Kürze 
wegen einen Uentralkreis. Der Einheitskreis ist der Central- 
kreis, dessen Radius gleich der Einheitsstrecke F ist. 


‘) In diesem Sinne wird das Wort „Winkel“ in der Trigonometrie etc. 
gebraucht; in der Planimetrie dagegen versteht man unter „Winkel“ die 
geometrische Figur, die zwei von einem Punkte aus gezogene Halb- 
strahlen bilden. 
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Radius eines eigentlichen Vektors A heilst der absolute 
Vektor, den ein.durch A gehender Centralkreis auf Ox bestimmt. 
Der Radius ist also gleich der absoluten Länge des Vektors und 
wird mit |Al oder a bezeichnet. 

Polarwinkel des Vektors heifst irgend ein Winkel «, der 
die Lage Ox in die Lage OA überführt. Jeder eigentliche Vektor 
hat dann unbegrenzt viele Polarwinkel, die einander kongruent sind. 

Der kleinste Polarwinkel, der bei positirem Umlauf erhalten 
werden kann, heilst der „primitive Polarwinkel“ und wird mit 
0@ bezeichnet. O< ,e <2z. 

Einen beliebigen Polarwinkel bezeichnen wir durch „u +4 2tz, 
wo,.das Symbol = 0, ER t2E 3 Re SBeinskann 

Jeder eigentliche Vektor wird durch den Radius und en 
einen Polarwinkel völlig bestimmt; ist der Vektor gegeben, 
wird der Radius vollständig, der ne dagegen nur Di 
auf eine additive Konstante om bestimmt. 

Radius und Polarwinkel zusammen heilsen Polarkoordi- 
naten des Vektors. Von zwei gleichen Vektoren sind die Radien 
gleich und die Polarwinkel kongruent. 


$S 95. Die Schreibweise ‚A — (a, 9& 4 2t) soll bedeuten, 
dals «a und « die Polarkoordinaten des Vektors A sind, und dals 
ein bestimmter Polarwinkel „u — 2tr ausgewählt ist. 

Dem entsprechend schreiben wir für reelle Vektoren: 

a—= (a0 + 2:7); —a=(a nr + 2tn); «—=(aq,0- tn) 
(8 90). 

Wenn wir einfach A — (a, «) schreiben, so bleibt der Polar- 
winkel vieldeutig. Allein im Falle der absoluten Vektoren, wo 
keine Drehung zulässig ist (8 81), wollen wir bei dem Symbole «a 
den bestimmten Polarwinkel Null verstehen: a — „a — (a, 0). 


$ 96. ‚Rein imaginäre‘“ Vektoren. 

Jeden „imaginären“ Vektor, dessen Polarwinkel zu x/2 bezw. 
— z/2 kongruent ist, nennt man positiv resp. negativ „rein ima- 
ginär* und die ganze Gerade, welche die Hauptachse in O senk- 
recht schneidet, die „imaginäre Achse“ oder besser die „Neben- 
achse“. Die positive Richtung auf der Nebenachse bildet mit 


der positiven Richtung der Hauptachse einen positiven rechten 
Winkel. 
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Der Vektor ;. 
Den speciellen positiven rein imaginären Vektor (FE, m/2) 
wollen wir der Kürze wegen mit i bezeichnen. Die positive 
imaginäre Achse wird also von dem Einheitskreise im Punkte i 
geschnitten. 





S 97. Multiplikation von Vektoren mit Vektoren. 


Aus zwei beliebigen Vektoren A, B können wir durch 
folgende Regeln stets einen dritten Vektor ableiten, den wir das 
Produkt „D mal 4“ nennen und mit B.4A oder BA bezeichnen 
wollen: 

a) It A= (ao) und B—=(b, ß), so soll BA= (ab, «—+P) 
sone Sole nn): 

N 

an le N 

Nach dieser Definition (bei eigentlichem A und D) ist der 
Vektor BA nicht direkt aus der Lage der Punkte A und D ab- 
geleitet, sondern seine Polarkoordinaten werden durch die Polar- 
koordinaten von A und B bestimmt. Es muls also untersucht 
werden, ob der Vektor BA vielleicht von der Wahl der Polar- 
winkel von A und D abhängig ist. In unserem Falle sehen 
wir sofort ein, dafs es für das Resultat gleichgültig ist, welche 
Polarwinkel wir nehmen; denn «+ 2tr + BB + 2sr=o-P. 

Kurz gesagt: um das Produkt DA zu erhalten, nehmen wir 
das Produkt der Radien und die Summe der Polarwinkel. 


$ 98. Aus $2 und $ 33 haben wir sofort: 

Beaun, un: 

SAH (AIBYC. 

Ferner ergiebt sich aus elementaren Lehrsätzen über ähn- 
liche Dreiecke (8 46): 

Zee) Ah Ündrendlich: 

4. A(—-Bb) = — (AD); — A)(—D) = AB. 

Das Produkt AB wird nur dann reell sein, wenn die beiden 
Punkte A, B selbst auf der reellen Achse liegen, oder wenn die 
Summe der Polarwinkel Null oder ein Vierfaches von ist. 

Die Multiplikation eines eigentlichen Vektors mit © bewirkt 
‚eine positive Rotation des Vektors um einen rechten Winkel. 


Huntington, Grund-Operationen. 5 
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$ 99. Division von Vektoren mit Vektoren. 


Umgekehrt, wenn A und D gegeben sind, so unter- 
suchen wir, ob ein Vektor X existiert, derart, dals 
BX=A ist. Wenn wir einen solchen finden, so wollen 
wir ihn den Quotienten „A durch B“ nennen und mit 
A/B us. w. bezeichnen. (Vergl. S 39.) 

Wir finden: 

a) Wenn 1110020} 4 05...B — (b, P) + liste so 
A/B —= (a/b, « — ß), unabhängig von der Wahl der Polarwinkel. 

byalst 31. 0040, so rn  0. 

c) It A=0, B=0, so genügt jedes X der verlangten 
Bedingung, und 0/0 bleibt mn 

d) Ist 4 #0. B== 0, 80. kann man, kemen Vektor finden, 
den wir mit A/O Denen könnten. 


Die Division ist also stets durchführbar, wenn der 
Divisor nicht gleich Null ist; das Symbol A/B stellt aber 
keinen bestimmten Vektor dar, wenn D — 0 ist. 


$ 100. Reciproke Vektoren. 


Zwei Vektoren, deren Produkt gleich # ist, heilsen „reciprok“. 
Der reciproke von A ist ofienbar E/A —= (E/a, — «), wenn 
A +0. Statt mit A zu dividieren, können wir mit E/A multi- 














plizieren. 
Wir finden: 
E EEE E B E ee: 
1% Be 5 i >: — : 3. EF5 a 
AB Vals 405} A/B A, ee Bi az 
4 ER 155 
ee ee 


Der Quotient A/b (wo 5 #0) wird nur dann reell sein, 
wenn die beiden Punkte A, B entweder selbst auf der reellen 
Achse liegen oder auf irgend einer Geraden, die durch O geht. 

Die Division eines eigentlichen Vektors durch © bewirkt eine 
negative Rotation des Vektors um einen rechten Winkel. 


$ 101. Durch Wiederholung der Operation der Multiplikation 
gelangen wir (vergl. $ 47) zu den Operationen der Potenzierung und 
Wurzelausziehung mit Zahlen, Brüchen oder absoluten Strecken als 
Exponenten, und zwar folgendermalsen: 
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$ 102. Potenzierung von Vektoren mit Zahlen als Ex- 
ponenten. . 

Unter der „pten Potenz von A“ (geschrieben A”) ver- 
stehen wir das Produkt A. A.A.... 4A, wo der Vektor 
A pmal als Faktor genommen ist. 

Wir haben also nach $ 97: 

a) Wenn A —= (a, «) + 0 ist, so ist AP’ — (ar, po) (8 48). 

b)2gse 30: 

Es ist für das Resultat gleichgültig, welcher Polarwinkel von 
A genommen wird. 


$ 103. Es ergiebt sich sofort, dafs die in $ 50 und $ 51 
angeführten Formeln auch hier gelten, da die Sätze, aus denen 
sie abgeleitet worden sind, auch für Vektoren gültig sind. 

Insbesondere findenz wie 27 = — Ryan, ta ER 
ö —=i etc. und (— E)’ —= — E oder (— E)’ — E, je nachdem 
p ungerade oder gerade ist. 

A’ wird nur dann reell sein, wenn A selbst reell ist, oder 
wenn der Polarwinkel von A ein Vielfaches x/p ist. 


S 104: Wurzeln aus Vektoren’ mit Zahlen als Wurzel- 
exponenten. 


Umgekehrt, wenn der Vektor A und die Zahl p ge- 
geben sind, untersuchen wir, ob ein Vektor X existiert, 
derart, dals X?—=A ist; finden wir einen solchen, so 
nennen wir ihn die „pte Wurzel aus A“ und bezeichnen 


ieh. 
ihn mit YA. 
Wir finden: 
DIE p_ 
a) Ist „A —= (a, „a +2tr7)+0, so ist YA — (Va; rn, 
wobit=0, TE, &2E,...sein kann ($ 53). 
p 


Hier ist es aber nicht mehr gleichgültig (wenn A +0), welchen 
Polarwinkel von ‚A wir nehmen. Denn für die Werte —=0, E. 
‚2E,...(p—1)E bekommen wir jedesmal einen verschiedenen 


HERE | 
Wert von y;A. (Jedes weitere t giebt uns einen dieser p Punkte 
5* 


50 Zweiter Teil. Vektoren der Ebene. 


wieder.) Wir finden also nicht nur einen, sondern » verschiedene 
Vektoren, deren pte Potenz gleich A ist. 

Wir sagen daher, ein eigentlicher Vektor A hat p 
pte Wurzeln, die von der Wahl des Polarwinkels von A 
abhängig sind. Diese p Werte werden durch die Bezeichnung 
ER 
y;A voneinander unterschieden. Sıe liegen alle auf einem 

et 
Centralkreise mit dem Radius Ya und teilen den Kreisumfang in 
p gleiche Teile. 


Pa 
Ist £ gegeben, so wird Y,A eindeutig bestimmt. Wenn wir 


eat, 
einfach YA schreiben, so mufs dieses Symbol als ein pwertiges 
angesehen werden; allein im Falle der a Vektoren wollen 


wir wu va den bestimmten Wert a — Wi = (Ye, 0) ver- 
stehen ($ 95). 


$ 105. Die Formeln in 8 55 gelten auch für Vektoren, 
vorausgesetzt, dals ein bestimmter Polarwinkel für jeden Vektor 
LER gr. 
festgehalten wird. Z. B. Y.Ar = (YA). 
Insbesondere finden wir: 


Ve 
Kein Wert von YA kann reell sein, wenn A selbst nicht 
reell ist, etwa A = 0. 
Ist & positiv, so giebt es entweder einen positiven, oder einen 


DisE 
positiven und einen negativen reellen Wert von Ye, je nachdem » 
ungerade oder gerade ist. 
Ist & negativ, so giebt S entweder einen negativen oder 


gar keinen reellen Wert von on je nachdem p ungerade oder 
gerade ist. 


$S 106. Potenzen und Wurzeln von Vektoren mit Brüchen 
als Exponenten. 


a) Ist A = (a, 9% 4 2tm) # 0, so soll sein: 


‚AP/d — (av nic — 2tm)): 
b) Dabei soll 07/2 — 0 sein. 
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Ist p/q ein reduzierter Bruch ($ 13), so hat A?/ (wenn 
A +0) q verschiedene Werte, die wir bekommen, wenn wir 
t—=0, E,2E,...(g—1)E setzen. Diese y Punkte liegen alle 
auf einem ÜOentralkreise mit dem Radius «a?/2 und teilen den 
Kreisumfang in g gleiche Teile. 


Dar, ger 
Die Formeln ‚AP/a — Y;Ar — (YıA)” etc. gelten, wenn ein 
bestimmter Polarwinkel von A festgehalten wird. 
Zu.besel Ar „A127, 32). EDann.ist 


87 — 
(Ar=(&,F)= I 
6 
jedoch nicht im allgemeinen AY° — YA2, denn A%% ist drei- 


6 
und YA? sechswertig. 


HA Dead, 
Umkehrung: yıA ist dasselbe wie ‚AP, 


S 107. Potenzen und Wurzeln von Vektoren mit absoluten 
Strecken als Exponenten. 

a) Ist „A — (a, „u + 2trm) # 0, so soll sein: 

AP — (od, bf,e + 2:7). 

b) Dabei soll 0° — 0 sein. 

Ist d eine mit E inkommensurable Strecke, so hat A’ (wenn 
A + 0) unbegrenzt viele Werte, denn für jeden Wert =0, +E, 
+2E,... bekommen wir einen Polarwinkel, der zu keinem der 
anderen kongruent ist. 

Diese Werte von A” liegen alle auf einem Centralkreise mit 
dem Radius a’; der erste hat den Polarwinkel d.,o; die Polar- 
winkel von beliebig vielen der übrigen kann man durch successive 
Addition und Subtraktion von 25x erhalten. 

Die Rechnungsregeln gelten wie vorhin. 

Ist A positiv reell, so giebt es stets einen positiven reellen 
Wert von ‚4. 


ns 
Umkehrung: y;A ist dasselbe wie ‚A®. 





$S 108. Erste Normalform eines Vektors: & — %1. Recht- 
winkelige Koordinaten. 
Nach 8 98 sehen wir, dafs, wenn «, reell ist, das Produkt 
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%i rein imaginär wird. Aus der Definition der Addition von 
Vektoren erhalten wir dann folgendes: 

Durch je zwei reelle Vektoren «,, & wird ein Vektor 
A=0%-4%t, und umgekehrt, durch jeden Vektor A 
wird ein Wertpaar «&, & völlig bestimmt. 

%, und a, heilsen „Abscisse“ und „Ordinate“, oder reeller 
und imaginärer Bestandteil, zusammen die rechtwinkeligen 
Koordinaten des Vektors &, —+ Ost. 

Für reelle Vektoren ist die Ordinate, für rein imaginäre 
Vektoren die Abscisse gleich Null!., Es ist nur dann 
% 1 — 0, wenn.a; = 0rund 5 = Disk: 

Zwei Vektoren sind dann und nur dann einander gleich, 
wenn die beiden Abscissen sowie die beiden Ordinaten einander 
gleich sind. 


$S 109. Die Formeln für Addition, Subtraktion, Multipli- 
kation und Division von Vektoren miteinander nehmen jetzt fol- 
sende Formen an: 

l. +) Eh TB) EP) (m EBo)t. 

2. (1+m 2) (rt Pi) = (mhı m Pe) + (Het MmPı)i. 

3 Gy — pt BE ler: Siar, 

Ati Pi + Par aD. 
(wo ß, und ß, nicht beide Null sind). 











$ 110. Zwei imaginäre Vektoren von der Form «, — @, 
% — %? heilsen konjugiert. 

Die Summe und das Produkt von zwei konjugiert imagi- 
nären Vektoren sind offenbar reell. 


Siebentes Kapitel. 


Vektor-Potenzierung: Specieller Fall mit der Basis e. 
Trigonometrische Funktionen. 
$S 111. Wir gehen nun zur dritten Hauptoperation an Vektoren 


über: der Potenzierung von Vektoren mit Vektoren ($ 84). 
Bevor wir aber den allgemeinsten Fall behandeln, wollen wir 


!) Für absolute Vektoren mufs die Ordinate Null und die Abseisse 
positiv sein. 
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zuerst den speciellen Fall erledigen, in welchem die Basis ein absoluter 
Vektor e ist, wo e nicht gleich #& ist. 

Bei der Differentiation der Exponentialfunktion stellt sich nun 
freilich heraus, dafs ein bestimmter Wert für e am zweckmälsigsten 
ist, nämlich: 

EEE OR E E E E 
e=im(E+,)-im (RB tt t +5) 
— 2,/18281.-; 
jedoch für die Operationen in diesem und dem nächsten Kapitel könnten 
wir ebenso gut irgend einen anderen Wert für e nehmen, wenn nur 
ee 

Von diesem speciellen Falle ausgehend, werden wir dann zum all- 

gemeinen Falle in einer ganz natürlichen Weise geführt, siehe $ 128. 


$ 112. Potenzierung von e als Basis mit Vektoren als 
Exponenten. 

Aus einem beliebigen Vektor A=« + a: und dem 
absoluten Vektor e (e+ _E) können wir durch folgende 
Regeln die Polarkoordinaten eines neuen Vektors be- 
stimmen, den wir die „Ate Potenz von e‘“ oder die ‚„‚natür- 
liche Exponentialfunktion von A“ nennen und mit e* oder 
ecp A bezeichnen: 

ed — et + Bi — (e%, 09); 
worin wir unter e* folgendes verstehen: 

Po wennmo ost Dziste vernoglerseh,—th/eer je 
nachdem & positiv oder negativ ist ($ 63); 

biewennsa — sietsesogiat, el erh 

MWinshanenewel —ehund rer re 

Ist A reell, etwa A —= «, so ist e“ reell und positiv. 

Wenn A eine Parallele zur Hauptachse (bezw. zur Neben- 
achse) durchläuft, so bewegt sich e4 auf einem Centralkreise 
(bezw. auf einer Geraden durch 0). 

Für keinen Wert von A wird e4 — 0 sein. 


$ 113. Aus 8 66 folgt in allen Fällen: 
ee N Re see en lilei: 


Insbesondere haben wir: 





eti — — E, e Ti — 
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e® — (E, E) ist derjenige Punkt des Einheitskreises, dessen Polar- 
winkel # ist. 
Die Multiplikation eines eigentlichen Vektors mit &@ bewirkt 
also eine positive Rotation des Vektors um den Einheitswinkel. 
ei — eıt%i wird nur dann reell sein, wenn A reell ist, 
oder wenn «, ein Vielfaches von # ist. 


S 114. Periodieität der natürlichen Exponentialfunktion. 


Es ist offenbar 
eı tWitk.2ri — (e&ı, a2 
d. h. e4 bleibt unverändert, wenn A um ein Vielfaches von 27 
vermehrt oder vermindert wird. e4 heilst daher eine „periodische ' 
Funktion“ von A, mit der „Periode“ 2:. 


$S 115. Logarithmen von Vektoren zur Basis e. 

Umgekehrt, wenn wir bei gegebenem A einen Vektor 
X so bestimmen können, dals e! — A ist, so wollen wir 
X den „natürlichen Logarithmus von A“ oder schlecht- 
hin den „Logarithmus von A“ nennen und mit logA be- 
zeichnen. 

D. h. ist ‚A = (a, 09& + 2:7) # 0, so versuchen wir 
X— & + &i so zu bestimmen, dals eı = a und &, = ,% wird. 

Wir finden: 

Wenn A #0 ist, so ist 

log, A = loga + (98 4 2tm):, 

worin wir unter loga folgendes verstehen: 

a) ist u + E, so ist loga —= !lga oder loga = — lg E/a, 
je nachdem a > , e> E (bew.a <E, e<_E) ode 0a. < E, 
eizeah (bezwsAr al euer (Sale 

b) ist a — E, so ıst log E— 0. 

Wenn A — 0 ist, so können wir keinen Vektor finden, den 
wir mit loy0 bezeichnen könnten. 

Wir sagen daher, der Logarithmus eines eigentlichen Vektors 
A hat unbegrenzt viele Werte, die von der Wahl des Polar- 
winkels von A abhängig sind. Ist t gegeben, so ist log;A ein- 
deutig bestimmt. Wenn wir einfach log A schreiben, so hat dieses 
Symbol unbegrenzt viele Werte; allein im Falle der absoluten 
Vektoren wollen wir unter loga den bestimmten Vektor log«a 
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— log,a verstehen. Der Logarithmus eines absoluten Vektors 
ist also reell. 

Die Werte des Logarithmus liegen alle auf einer Geraden, 
die senkrecht auf der reellen Achse steht; die Differenz je zweier 
aufeinander folgenden Werte ist 21%. 

Für A = 0 ist die Operation nicht durchführbar; das Sym- 
bol logO wird also nicht definiert. 

Bewegt sich A auf einem Centralkreise (bezw. auf einer 
Geraden durch O), so bewegt sich log;A auf einer Parallelen zur 
Nebenachse (bezw. zur Hauptachse); dabei sind, wenn A auf dem 
Einheitskreise liegt, alle Werte von log A rein imaginär. 


116. Aus $S 113 finden wır: 
Don 0:3 log. —— Artımt. 
logne = E; lege = E + 2trmi. 
log 4A sb) —= log;A —+ log ‚B, wobei für jeden Vektor 
ein bestimmter Polarwinkel festgehalten werden muls. 
4. log (AP) —= b log 4A. 


Insbesondere ıst 


m wm 


lg —,E)=ri, logi= = log (— t) = Zi 


log A hat dann und nur dann einen reellen Wert, wenn A 
ein positiver reeller Vektor ist. 





$ 117. Zweite Normalform eines eigentlichen Vektors: @e“'. 


Wenn A rein imaginär ist, etwa A — «ii, so fällt e*® auf 
den Einheitskreis; e® — (E,«) ($ 112). Folglich: ae“ = (a, «). 
Sind also « und « Radius und Polarwinkel eines eigentlichen 
Vektors A, so können wir A in der Form schreiben: 
Arm 0.08 
oder besser 
BE, Se er Be el Pernz, 





$S 118. An dieser Stelle wollen wir die wichtigsten „trigono- 
metrischen Funktionen“ eines Vektors erklären, sowie die inversen 
Operationen. Dadurch werden wir die Beziehung zwischen Polar- 
koordinaten und rechtwinkeligen Koordinaten zum Ausdruck bringen 
können. 
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$S 119. Trigonometrische Funktionen eines Vektors. 


Aus einem beliebigen Vektor A können wir durch 
folgende Regeln zwei neue Vektoren bilden, die wir 
„Sinus von A“ und „Cosinus von A“ nennen und mit sın A 
resp. cos A bezeichnen wollen: 











PN As eAiı Ar 
sin A= ——— Los, —= = 
2% 2 
AB sın A 

Dazu definieren wir die Tangente von A durch tang A— oe 
wenn cosA #0. 

$ 120. Aus $ 112 und $ 113 finden wir: 

1. sn0.=0, sinz/2.—= E, sinn =.0,- sınan]2 — —E 

c0s0.— EB, cosa/2— 0, cos Fon 


2. sin(— A) = — sin A, cos(— A) = 005 A. 

3... 8in (Ark 2@kr) —=ısın Ayn 205 (Arne aler 
sin A und cos A sind periodische Funktionen mit der Periode 2x. 

4. sin A wird nur dann gleich Null sein, wenn 2 A: = log.E, 
d.h. wenn A = tx ist; cos A nur dann, wenn 2 A: = lg(— E), 
d.h. wenn A = (?t + 1)/2 ist: 


Ic 
sin(tn) —= 0, cos K +1) 7 ul), 
5. (sin A)? + (cos A)? = E. 
6. sn(A—+ D) = snA cos B + cos A sin B. 
coo(A—+ B) = c0sA cos b — sin A sin. B. 


Insbesondere: cos A = sın (5 — A) . 
1. 00sA isn A — ee, 


$S 121. Konstruktion des Sinus und Cosinus eines reellen 
Vektors. 


Ist A reell, etwa A — 0, so ist e’—(E,«) und e=*"—(E,— eo), 
und wir haben folgende Konstruktion für sin& und cos« vorzu- 
nehmen: 

Wir tragen « als Bogen auf dem Einheitskreise ab, so dals 
wir den Punkt P=(E,«) erhalten. Ist dann M bezw. N der 
Fulspunkt des Lotes von P auf die Hauptachse bezw. auf die 
Nebenachse, so ist ÖOM = cos« und ON =i sino. 


Siebentes Kapitel. Vektor-Potenzierung: Specieller Fall etc. 57 


Daraus geht hervor, dals sin « und cos«& reell sind, und zwar 
nie kleiner als — # und nie grölser als E. 





$ 122. Dritte Normalform eines eigentlichen Vektors. 
Aus $ 120 (7) haben wir a (cos® + isina) = ae“'.. Also 
nach 8 117, wenn a und « die Polarkoordinaten eines eigentlichen 
Vektors A sind, können wir A in der Form schreiben: 
A = a(c0s« 4 isin«) 
oder besser 


A — alcos (g& 4 2:7) + i sin („a + 2tz)] 


$ 123. Wir können nun aus den Polarkoordinaten eines 
eigentlichen Vektors die rechtwinkeligen bestimmen; es ist nämlich: 
A— 0% + &t —= (a cC080) — (a sino)t, 
DIE — 00050, &o, = a sind. 
Dabei ist nach $ 120 (5) 
2 + % —= a2 und %/a&, — tang 0. 


also 





$ 124. Arcus-Tangens eines Vektors. 

Umgekehrt, ist ein Vektor A gegeben, so unter- 
suchen wir, ob ein Vektor X sich so bestimmen läfst, 
dals tang X —= A ist. Wenn- wir einen solchen finden 
können, so wollen wir ihn den Arcus-Tangens von A 


nennen und mit tang-!A oder arctang A bezeichnen. 








D.h. wir suchen X so zu bestimmen, dafs et, —— 
e BAU... 
BG en 1 
DJarker = 54; sein wird. 
Wenn A#+-+:1t ist, so genügt X — —. lo 09 ein dieser 


E— Ai 
Bedingung. Wegen der Vieldeutigkeit H Logarithmus be- 
kommen wir für X unbegrenzt viele Werte, die sich um Viel- 
fache von x unterscheiden. 

Jeder Vektor A, wo A#+-+vi ist, hat also nicht nur 
einen Arcus-Tangens, sondern unbegrenzt viele. Diese 
wollen wir durch die Bezeichnung ;‚tang-! A von einander unter- 
scheiden, indem wir schreiben: 

E E- Ai 


re 5; log Er tn (A+FHti), 
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wobei für den Logarithmus der einfachste Wert — d. h. der Wert, 
dessen imaginärer Bestandteil Null ist oder zwischen Null und 
2 liegt — zu verstehen ist ($ 115). 

Die Werte von ‚fang! _A liegen alle auf einer Parallelen zur 
Hauptachse, mit regelmälsigen Zwischenräumen. Ist t gegeben, 
so ist tang-!_A eindeutig bestimmt; schreiben wir einfach tang-' A, 
so ist das vieldeutig. 


$ 125. Konstruktion des Arcus-Tangens eines reellen 
Vektors. | 

Ist A reell, etwa A=«, so ist folgende Konstruktion für 
tang'& vorzunehmen. Auf der Tangente des Einheitskreises im 
Punkte E konstruieren wir den Punkt T—= E + «i. Schneidet 
dann OT den Kreis in den Punkten P, und P,, so ist tang-!« 
ein reeller Vektor, dessen Abscisse gleich dem Bogen EP, oder 
EP, ete. ist. 

tang !o ist also stets reell. 


$ 126. Wir können nun aus den rechtwinkeligen Koordi- 
naten eines eigentlichen Vektors die Polarkoordinaten ableiten. 
In der That, ist A=«& + xt = (a, o), so ist nach $ 123: 
de Yo? u fr, 
wobei der absolute Wert der Wurzel zu verstehen ist; 
& — tang =" (0s/«,), 
wobei man zwischen & und & 4 x durch Angabe des Quadranten, 
in dem der Vektor liegt, zu wählen hat. | 


$S 127. Arcus-Sinus und Arcus-Cosinus eines Vektors. 


Wir finden in ähnlicher Weise: 


are ’ log (A Kerle VE = 42); 


005 A—= log (AAFYE= A) — 8. 


sin! A und cos-!1_A haben also im allgemeinen zwei Scharen 
von Werten, je nachdem wir das obige oder das untere Vor- 
zeichen nehmen; in Folge der Vieldeutigkeit des Logarithmus 
hat jede Schar unbegrenzt viele Werte, die sich um Vielfache 
von 2 voneinander unterscheiden. 
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Um eine eindeutige Beziehung zu schaffen, schreiben wir 
wie folgt: 


2, 2; 22 1 EBEN) 

sinTA= log (Ai + YE— 42) + 2tz 

m — 1 . TEA 

sind — Zlog (Ai — VYE— 42) — 2in 

RE % 1 ———— 

ws A— lg Ai— YE— 42) — a2 — 2iz 


ei 1 ten 
‚os A — z log BI A) 2 Kar. 


Dann ist: 
sin A + cost A = n/2 = ‚sin A + cos! A 


snıA+ısnA=n cos A cos t.A —= 0, 


Achtes Kapitel. 


Vektor-Potenzierung: Allgemeiner Fall. 


$S 128. Wir werden nun zur Definition der Potenzierung für 
den allgemeinen Fall in folgender Weise geführt ($ 111). 

Wenn A und B gegeben sind, so untersuchen wir, ob ein Vektor 
X existiert, derart, dals log X —= Blog A wird. Können wir einen 
solchen finden, so nennen wir ıhn die Bte Potenz von A und bezeichnen 
ihn mit A®. Dabei sind wir sicher, dafs die so definierte neue Opera- 
tion wenigstens einer der Hauptregeln für die Potenzierung von 
Strecken gehorcht. 

De wo 2a Ne B — Die Be 50 
ist B log A —= ßı log a — Ps (98 + 2tn) + [Ps loga + Pı 0& + 2tm)]i; 
logX = log + Ei. 

Wir versuchen also X — (x, &) so zu bestimmen, dafs 


log — Bıloga — Pa (v® + 2tm) 


= ß,loga + Pı (& + 2tn) 


und 


sein wird. 
Dies können wir stets machen, vorausgesetzt, dafs A # 0 ist; und 
wir gelangen zur Definition wie folgt. 
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$ 129. Potenzierung von Vektoren mit Vektoren als Ex- 
ponenten. 


Aus zwei gegebenen Vektoren, „A —= (@, 9% — 2tn) #0 
und B— ß, — st, können wir durch folgende Regel die Polar- 
koordinaten eines neuen Vektors bestimmen, den wir die Bte 
Potenz von A nennen und mit ;A# bezeichnen wollen: 


„AP — „APı +ßi — (ei log a — Pg(.@ +2tm), Ds log a + Br [0«% nz 2t]) 
(wo A #0) (8 112, 8 115). 

Dem Symbole 03 haben wir hiermit keine Bedeutung bei- 
gelegt; wenn aber b ein absoluter Vektor ist, so ist 0° — 0 
($ 107). 

Wirchahben= AR nA 05 ea 

Ist 5 +0, so hat ‚AP offenbar im allgemeinen unbegrenzt 
viele Werte, die von der Wahl des Polarwinkels der Basis A 
abhängig sind. 

Die zu ‚A® gehörigen Polarwinkel bilden eine „arithmetische 
Progression“ mit der konstanten Differenz 2, x; die Radien bilden 
eine „geometrische Progression“ mit dem konstanten Quotienten 
e-?P%”,. Die Punkte ‚AP liegen also alle auf einer „logarith- 
mischen Spirale“ um den Punkt O0. Darunter sind zwei :pecielle 
Fälle zu bemerken: 

wenn D reell ist, etwa 5 — ß, liegen alle Werte von ;A? 
auf einem Kreise um Ö; 

wenn Db rein imaginär ist, etwa 5 — ßi, liegen alle Werte 
von ;AP‘ auf einem von O0 aus gezogenen Halbstrahl. 


$ 130. Aus $ 113 folgt: 
1. (ABO > AB ho, Ama AR oA 
4. ‚A? =— LhAB 


vorausgesetzt, dals ein bestimmter Polarwinkel für jede Basis 
festgehalten wird. 
Ferner: (cos A + isin A)® — cos BA + isin BA [8 120 (7)]. 
Insbesondere, wenn A —=i, B =: ist, so haben wir die be- 
rühmte Formel: | 
LE E 


oderamz) — ee 


speak 
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813. Ist ,A=;e= (e 2m), so ist 
er ee Bi. Zur), 
und wenn wir dann den primitiven Polarwinkel (t — 0) heraus- 
greifen, so ist edı + fe? — (ePfı, ß,), was mit der Definition in $ 112 
übereinstimmt. h 
I. Dreolleerwash — 9, 50 st er wu .elaa _— Pa Tole- 
lich ‚A? — (af, B[,& + 2tz]), was mit $ 107 übereinstimmt. 





$ 132. Erste Umkehrung. 
Wurzelausziehung aus Vektoren mit Vektoren als Wurzel- 
exponenten. 


Wenn A und B gegeben sind, so suchen wir einen Vektor X, 
derart, dafs X# —= A ist; können wir einen solchen finden, so 
nennen wir ihn die Dte Wurzel aus A und bezeichnen ihn 


Bra 
mit YA. 
Wenn ‚A = (a, „a +2tz)+0 und B=Pß, + Pi +0 ist, 
B 


so finden wir: Y;A = ;A#/B, was nichts neues bietet. 


er Ban 
Den Symbolen YA und YO haben wir hiermit keine Be- 
deutung beigelegt; wenn aber b ein absoluter Vektor ist, so ist 


b — 
MO==0: (8107). 


$S 133. Zweite Umkehrung. 


Wenn A und DB gegeben sind, so untersuchen wir, ob ein 
Vektor X existiert, derart, dals 5X — A ist; finden wir einen 
solchen, so wollen wir ihn den Logarithmus von A zur Basis B 
nennen und mit #log A bezeichnen. 

DEE (0, 012m 0, ,,D — (d, ,B + 2sz) # 0, 
X — & + &:; dann ist 

„Bi +&i — (eiilogb— of + 2= 7), & log b — &, IoP _— 257]). 

Wir sollen nun &, und &, so bestimmen, dals „But &i — ‚A 
wird; d.h. so, dafs 


&,logb — &(uß — 2srz) = loga 
& (GB + 2sr) + &logb = u + 2trn 


und 


wird. 


62 Zweiter Teil. Vektoren der Ebene. 


Diese Gleichungen können wir stets für & und &, auflösen, 
vorausgesetzt, dals D + E ist; so gelangen wir zur folgenden 
Definition: 


$S 134. Logarithmen von Vektoren mit Vektoren als Basis. 


Ist ‚A= (a, ,« + 2tn), sP=(b,,d + 2sm) und A #0, 
DEF Br Borat 
Boy ‚A Fer (log a) (log b) + (v8 + 2x) ((B + 25x) 
(log 6)? + (vB + 25m)? 
E (0% + 2x) (logb) — (vB + 257) (log.a) ; 
(log by? + („B + 2sm)® 
oder nach $ 109 (5): a, 
„B log a 0% 4 2tr)i 
u logb + (#8 + 2sz)i 

Wir haben: s®log,B= E, "log,E —\. 

Den Symbolen vloy A, Elog A, #log0 haben wir keine Be- 
deutung beigelegt. 

Wir sehen, dafs ®”log;A im allgemeinen infolge der doppel- 
ten Abhängigkeit von A und B in doppelter Weise unbegrenzt 
viele Werte hat, die von der Wahl der Polarwinkel von A und 
B abhängig sind. 











$ 135. Durch direkte Substitution können wir folgende 
Formeln verifizieren: 
1. Plog(AyA) = "log:A + "log oA), 
2. Plog(e A) = O("logıA), 
8 Plog, A 
sBlog,C 
wenn ein bestimmter Polarwinkel für jeden Vektor festgehalten wird. 


3. log NE __ 





$ 136. Ist ,B= .se= (e 25m), so ist 
R loga — (v8 4 2tnz)i 
Mr a: 
und wenn wir dann den primitiven Polarwinkel (s—=0) der 
Basis herausgreifen,. so haben wir: 
"log: A — loya + (1% + 2tm)i, sd 


was mit $ 115 übereinstimmt. 
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$ 137. Liste der Ausnahmefälle. 


Die in diesem Aufsatze erklärten Operationen an Vektoren 
sind, wie wir gesehen haben, immer durchführbar (8 1), wenn wir 
einzelne Werte der gegebenen Vektoren ausschlielsen. 

Wir wollen nun eine Übersicht dieser Ausnahmefälle geben, 
in welchen die Operationen nicht durchführbar sind. 


AB Rerneh = 0 ($ 99). 
Ama Ad ($ 115), 
tan A, „ A=(2t+1)n/2 (8 119). 
Enge 3A... At oder 4 = —iI (8 124). 
A? A rt) | (S 129). 
B 

YA, „A=0N)ode B=0 (8 132). 
Bloy A, ae Ne ln ($ 134). 


Den Symbolen A/0, log0 etc. haben wir also keine Bedeutung 
beigelegt. 


b 
!) Jedoch wenn 5b ein absoluter Vektor ist, so ist 0 — 0 und Vo =o 


($ 107). 


Berichtigungen. 





Seite 44, $ 92, Zeile 8 von unten, statt der Abstand von OP lies: die 
Länge OP. | 

Seite 47, Zeile 3 von unten, statt Vierfaches lies: Vielfaches. 

Seite 53, Zeile 7 von oben, statt 2,715281 —+ lies: (2,718281...) E. 


Seite 53, $ 112, Zeile 4 von unten, Hauptachse und Nebenachse sind 
umzutauschen. 


Seite 55, $ 116, Formel 4, statt aA lies: +4. 
Seite 59, Zeile 1 von oben, statt Beziehung lies: Bezeichnung. 
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